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Koulumatematiikka ymmärretään usein aineeksi, joka vaatii oppilailta eniten
hyvää laskurutiinia ja jonka tietämystä opettaja voi suoraan siirtää oppilail-
leen [21, s. 42–43]. Yhteistoiminnallisuudelle, matematiikan kielen käyttämi-
selle sekä ongelmanratkaisulle saatta kuitenkin jäädä vain vähän aikaa. Ma-
tematiikka on silti paljon muutakin kuin laskutoimituksia. Matematiikka on
muuttuva tietorakenne ja tapa kommunikoida. Se toimii ongelmanratkaisun
välineenä ja liittyy jokaisen oppilaan arkielämään – sitä opitaan vain teke-
mällä [21, s. 41]. Parhaimmillaan matematiikan opetus onkin monimuotois-
ta; opetusmenetelmät valitaan oppimistavoitteiden mukaan. [4, s. 29]. Oman
opetuksen muokkaaminen ja omien oppimiskäsitysten tarkastelu ovat nyky-
aikana opettajalle tärkeitä taitoja ja tähän kuuluu olennaisena osana myös
opetuksen uusien suuntauksien seuraaminen.
Kun oppilaille annetaan mahdollisuus harjoitella taitojaan monien opetus-
menetelmien kautta, muodostuu heille matematiikasta monipuolinen ja yh-
tenäinen kuva. Oppimisen on todettu olevan tehokasta silloin, kun oppilailla
on mahdollisuus selittää toisilleen sekä puhua ja väitellä toisten oppilaiden
kanssa. Kun opettaja johtaa perinteistä opetusta tai luokkakeskustelua, oppi-
laat suuntaavat vastauksensa, kysymyksensä ja puheensa opettajalle muiden
oppilaiden sijaan. Tehdessään tehtäviä yksin oppilas saa tukea vain opetta-
jalta, jonka on toisaalta avustettava koko luokkaa. Työskentelyä ei voitane
sanoa tehokkaaksi, jos oppilas jää yksin tehtävänsä kanssa ja turhautuu. Yh-
teistoiminnallinen oppiminen1 tarjoaa erinomaiset mahdollisuudet oppilaiden
keskinäiseen vuorovaikutukseen ja siis tehokkaaseen oppimiseen. Ryhmä pa-
kottaa oppilaat osallistumaan ja ottamaan kantaa sekä tarjoaa tukea ja apua
esimerkiksi silloin, kun oppilas ei ymmärrä tehtävää. [6, s. 2–3].
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1.1 Tutkimuksen lähtökohta 2
Yhtenä yhteistoiminnallisen oppimisen kantavana ajatuksena voidaan pitää
sitä, että ryhmä voi menestyä vain, jos sen jokainen jäsen menestyy. Yhteistoi-
minnallisuudessa oppilaita kannustetaan tekemään yhteistyötä pienissä ryh-
missä ja pitämään huolta paitsi omasta myös muiden oppimisesta. Se tarjo-
aa oppilaille mahdollisuuden osallistua oppimisprosessiin aktiivisena tekijänä
ja tietäjänä sekä opetella kommunikoimaan matemaattisin termein. Yhteis-
toiminnallisuutta voidaan hyödyntää matematiikan opiskelussa yksittäisenä
elementtinä tai se voidaan ottaa koko opetuksen pohjaksi. Tällöin luokassa
käytetään enimmäkseen yhteistoiminnallisia työmuotoja, jotka muodostavat
oppilasta ja hänen oppimistaan tukevan jatkumon.
Suomessa tunnettaneen parhaiten Roger Johnsonin ja David Johnsonin laa-
timat yhteistoiminnallisen oppimisen keskeiset periaatteet [32, s. 34]. Kuiten-
kin niitä sovelletaan usein vain palapelitekniikassa [33, s. 11]. Tämä teorian
ja käytännön huono kohtaaminen lienee yksi syy siihen, miksei yhteistoimin-
nallista oppimista ole kovin paljoa Suomessa käytetty saati tutkittu.
Yhteistoiminnallisten oppimismenetelmimen käyttäminen vie paljon aikaa
erityisesti tehtävien suunnitteluvaiheessa, ja sen todellinen onnistuminen vaa-
tii harjoittelua sekä opettajalta että oppilailta. Lukion kiireisen arjen keskel-
lä täysin uuteen menetelmään tutustuminen voi tuntua ylivoimaiselta. Myös
yksi epäonnistunut yrityskerta saattaa lannistaa monen opettajan yrittämäs-
tä uudelleen. Aiemmissa tutkimuksissa, esimerkiksi Kairema ja Vanhanen
(2005) [14], on havaittu opettajien käyttävän uudenlaisia työmuotoja vas-
ta soveltavien ja syventävien kurssien aikana. Kuitenkin uuden menetelmän
käyttöönotto voi olla helpompaa silloin, kun opeteltava aihe on oppilaille jo
entuudestaan hieman tuttu, ja samalla se antaa mahdollisuuden menetelmän
kokonaisvaltaisempaan käyttöön myöhemmillä kursseilla.
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1.2 Tutkielman tavoitteet
Tämän tutkielman tarkoituksena on yhdistää teoria matematiikan opetta-
misen käytäntöön ja antaa siten opettajille kokonaisvaltainen käsitys yh-
teistoiminnallisesta oppimisesta sekä sen soveltamismahdollisuuksista lukio-
matematiikkaan. Tutkielman tavoitteena on madaltaa lukion matematiikan
opettajien kynnystä tutustua yhteistoiminnalliseen oppimiseen ja kannustaa
opettajia kokeilemaan yhteistoiminnallista oppimista jo lukion peruskursseil-
la suunnitellun opetuspaketin mukaisesti tai sitä soveltaen.
1.3 Tutkielman rakenne
Tutkielman kasvatustieteellisessä teoriaosassa esitellään lyhyesti yhteistoi-
minnallisen oppimisen käsite, neljä erilaista opetusmenetelmää sekä niitä te-
kijöitä, jotka vaikuttavat olennaisesti ryhmätyön onnistumiseen. Tämän jäl-
keen tarkastellaan yhteistoiminnallisen oppimisen soveltamisen tuomia etu-
ja matematiikan opiskeluun ja opetukseen yleensä. Teoriaosuuden lopuun on
koottu aiemmista tutkimuksista saatuja tuloksia ja kokemuksia yhteistoimin-
nallisen oppimisen ja oppilaiden välisen vuorovaikutuksen hyödyntämisestä
matematiikan tunneilla.
Tutkielman matemaattiseksi teoriataustaksi valittiin polynomifunktiot, sillä
ne esiintyvät lukio-opetuksessa pitkän matematiikan toisessa peruskurssissa
Polynomifunktiot ja ne ovat oppilaille jo entuudestaan tuttuja. Teoriaosuus
koostuu polynomifunktioihin liittyvistä määritelmistä, lauseista ja niiden to-
distuksista sekä esimerkeistä. Luvun alussa on esitelty lyhyesti klassisen al-
gebran historiaa.
Teoriataustat yhdistävä opetuspaketti on suunniteltu käytettäväksi lukion
pitkän matematiikan Polynomifunktiot-kurssin yhteydessä. Opetuspaketti si-
sältää neljä eritasoista tehtävää, joissa hyödynnetään teoriaosassa esiteltyjä
menetelmiä, sekä yhden yleisen esimerkin yhteistoiminnallisesta oppitunnis-
ta. Opetuspaketti on tarkoitettu ensisijaisesti niille opettajille, jotka haluavat
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kokeilla yhteistoiminnallisen oppimisen soveltamista matematiikkaan. Sen on
tarkoitus toimia innoittajana muidenkin asiakokonaisuuksien opettamiseen,
uusien tehtävien laatimiseen sekä uudenlaisten menetelmien kokeilemiseen.
Opetuspaketin lopussa on lyhyt raportti eräässä Helsinkiläisessä lukiossa suo-
ritetusta testuksesta tuloksineen.
2 Yhteistoiminnallinen oppiminen
Luku pohjautuu Anna Kaireman kanssa keväällä 2005 tehtyyn proseminaa-
ritutkielmaan [14]. Tekstissä on alkuperäiset lähdeviitteet.
2.1 Taustaa ja keskeiset periaatteet
Yhteistoiminnallisessa oppimisessa korostetaan ryhmän merkitystä oppimi-
sessa ja opiskelussa kilpailun ja yksilöllisen työskentelyn asemesta. Oppimis-
ta ei tällöin nähdä yksinäisenä tapahtumana, vaan se on ryhmän toimin-
nan mahdollistama ja tukema prosessi. Yhteistoiminnallisesta oppimisesta
ja sen pedagogisesta soveltamisesta on olemassa lukuisia erilaisia tulkinto-
ja [19, s. 253]. Yksi tunnetuimmista ja laajimmalle levinneistä tulkinnoista,
johon myös suomalaiset sovellukset perustuvat, on David Johnsonin ja Roger
Johnsonin johtaman kehittämisyksikön edustama näkemys yhteistoiminnal-
lisesta oppimisesta [32, s. 34], [28, s. 14]. Pro gradu -tutkielmassa käytetyt
yhteistoiminnallisen oppimisen periaatteet perustuvat heidän edustamaansa
näkemykseen.
Käsitteenä yhteistoiminnallinen oppiminen yhdistää monia erilaisia opetus-
menetelmiä, jotka kaikki perustuvat pienryhmässä toimimisen ja oppimi-
sen teorioihin, ja korostavat oppijoiden sosiaalisen keskinäisen riippuvuuden
(social interdependence) merkitystä yksilön oppimisprosessissa. [33, s. 10–
11], [30, s. 8]. Pienryhmällä tarkoitetaan sellaista oppilaiden muodostamaa
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kooltaan riittävän pientä ryhmää, jossa kaikki ryhmän jäsenet voivat osallis-
tua annetun tehtävän tekemiseen [6, s. 1].
David Johnsonin, Roger Johnsonin sekä Edythe Holubecin [12, s. 3–7] mu-
kaan yhteistoiminnallinen oppiminen koostuu viidestä periaatteesta:
1. positiivisesta keskinäisestä riippuvuudesta (positive interdependence),
2. kasvokkain tapahtuvasta kannustavasta vuorovaikutuksesta (promotive
interaction),
3. yksilöllisestä vastuusta (individual accountability),
4. yhteistyö- ja vuorovaikutustaidoista (interpersonal and small-group
skills) sekä
5. toiminnan ja oppimisen yhteisestä reflektoinnista (group processing).
Yhteistoiminnallisen oppimisen keskeisin periaate on oppilaiden (1) positiivi-
nen keskinäinen riippuvuus, joka tarkoittaa sellaista ryhmän jäsenille syn-
tyvää tunnetta, että jokaisen jäsenen työskentely vaikuttaa koko ryhmän
menestykseen. Ryhmän yksittäinen jäsen ei siis voi menestyä ilman muiden
jäsenten onnistumista ja siksi jokainen jäsen tuntee vastuuta myös toisten
oppimisesta. Positiivisen keskinäisen riippuvuuden avulla saadaan oppilaat
työskentelemään kohti yhteistä päämäärää toisiaan auttaen ja tukien. [12, s.
5].
(2) Kannustavalla vuorovaikutuksella tarkoitetaan sitä, että oppilaat edis-
tävät toistensa oppimista ja menestystä keskustelemalla ongelmista ja nii-
den ratkaisuista, antamalla tukea, rohkaisemalla ja kehumalla. Oppilaiden
on oltava innostuneita edistämään toistensa oppimista ja opettamaan omaa
tietämystään muille. [12, s. 6].
(3) Yksilöllinen vastuu tarkoittaa sitä, että ryhmän jokaisen jäsenen tulee
olla valmis edustamaan omaa ryhmäänsä sekä kertomaan muille oman ryh-
mänsä toiminnasta ja tuloksista. Vaikka oppiminen tapahtuu ryhmässä, on
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jokaisella oppilaalla vastuu omasta oppimisestaan sekä oman osuutensa val-
miiksi saattamisesta. [12, s. 6].
Yhteistoiminnallisessa oppimisessa on tiedollisten tavoitteiden lisäksi aina
myös (4) sosiaalisten taitojen kehittymisen tavoite. Ryhmän jäsenille on ope-
tettava ne sosiaaliset taidot, joita laadukas yhteistyö edellyttää. Jotta yhteis-
toiminnallinen hanke menestyisi, ryhmässä on harjoiteltava tietoisesti johta-
mistaitoja, luottamuksen rakentamista ja toisten arvostamista, toisten tark-
kaavaista kuuntelemista, neuvottelua, päätöksentekoa sekä ristiriitatilanteis-
ta selviytymistä. [12, s. 6].
(5) Reflektointi eli ryhmän sisäinen oman toiminnan pohtiminen ja arvioi-
minen on tärkeä osa yhteistoiminnallista työskentelyä. Ryhmän reflektointiin
kuuluu asetettujen tiedollisten tavoitteiden saavuttamisen sekä ryhmän kes-
kinäisen työskentelyn tehokkuuden arvioiminen. Yhteistoiminnallisen oppi-
misen voima on siinä, että oppilas oppii ymmärtämään ja ohjaamaan omaa
oppimistaan sekä näkemään ryhmän merkityksen oman kehittymisensä tuki-
jana. [12, s. 6].
2.2 Yhteistoiminnallisia opetusmenetelmiä
Luvussa esitellään seuraavat yhteistoiminnalliset opetusmenetelmät: raken-
teellinen lähestymistapa, tiimioppiminen ryhmässä, ryhmäavusteinen yksilöl-
listäminen ja palapeli. Ne korostavat onnistuneen lopputuloksen riippumis-
ta koko ryhmän toiminnasta, ryhmän jäsenten välisestä vuorovaikutuksesta
ja positiivisesta keskinäisestä riippuvuudesta. Mukaan valittuja menetelmiä
on aiemmin sovellettu, esimerkiksi Yhdysvalloissa, myös matematiikan op-
pimiseen. Suomessa yhteistoiminnallinen oppiminen liitetään vahvasti yksi-
nomaan palapelimenetelmään. Yksi syy tähän on se, että aiheeseen liittyvää
suomenkielistä kirjallisuutta on ollut vain vähän saatavilla ja ne ovat keskit-
tyneet pääasiassa palapelitekniikan soveltamiseen.
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2.2.1 Rakenteellinen lähestymistapa
Rakenteellinen lähestymistapa on enemmänkin joukko yhteistoiminnallista
oppimista tukevia periaatteita kuin yksittäinen tekniikka tai menetelmä. Sen
keskeisenä lähtökohtana on oppilaiden tekemien asioiden ja heidän oppimien-
sa asioiden välillä vallitseva vahva yhteys. Rakenteiksi kutsutaan erilaisia so-
siaalisen vuorovaikutuksen ketjuja, joiden käyttö täydentää muita yhteistoi-
minnallisen oppimisen lähestymistapoja. Rakenteet koostuvat elementeistä,
joita yhdistelemällä voidaan luoda uusia, tiettyyn asiasisältöön soveltuvia
rakenteita. Elementti ilmoittaa toimijan ja toiminnan, esimerkiksi ”oppilaat
laskevat”. Rakenteen valinnalla ja erilaisten elementtien yhdistämisellä voi-
daan vaikuttaa ratkaisevasti oppimistulokseen. Rakenteet soveltuvat toistu-
vaan käyttöön eri oppiasteilla, eri kohdissa tuntisuunnitelmaa sekä erilaisten
asiasisältöjen kanssa. [13, s. 24–25; 29].
Yhteistoiminnallisen oppimisen periaatteiden toteutuminen riippuu myös sii-
tä, millainen rakenne valitaan. Esimerkiksi vuorovaikutuken määrään ja laa-
tuun voidaan vaikuttaa valitsemalla työtavaksi parityöskentely, jossa yksit-
täisen oppilaan on helpompi kertoa näkemyksistään kuin luokkakeskustelus-
sa. Samalla myös toiminta tehostuu, kun puolet luokasta on yhtä aikaa ää-
nessä yhden oppilaan sijaan. Positiivista keskinäistä riippuvuutta luodaan
muodostamalla eri elementeistä sellaisia toimintaketjuja, jotka edellyttävät
jokaisen ryhmän jäsenen oppimista. Yksilöllistä vastuuta voidaan luoda li-
säämällä rakenteeseen elementti, joka velvoittaa yhtä oppilasta koko ryhmän
puolesta, esimerkiksi ”oppilas kertoo luokalle/ryhmälle”. Erilaiset rakenteet
auttavat myös luomaan ryhmähenkeä, jolla on suuri vaikutus ryhmissä tapah-
tuvan vuorovaikutuksen laatuun. Rakenteellisessa lähestymistavassa voidaan
useinkin vaihdella parien ja ryhmien kokoonpanoja. [13, s. 28; 41–45].
Taulukkoon 2.2.1 sivulla 8 on koottu matematiikan tunneille käyttökelpoisia
rakenteita.
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Taulukko 1: Yhteenveto eräistä rakenteista
[13, s. 30–31]
2.2 Yhteistoiminnallisia opetusmenetelmiä 9
2.2.2 Tiimioppiminen ryhmässä
Tiimioppimismenetelmät (Student Teams-Achievement Divisions, STAD)
muodostavat vaihtoehdon perinteiselle opetukselle. Tiimioppimisessa oppi-
laiden tehtävänä on oppia yhdessä - ei vain tehdä yhdessä. STAD soveltuu
parhaiten selkeiden asiakokonaisuuksien oppimiseen, kuten esimerkiksi las-
kutoimitukset ja sovellukset. Tiimioppimismenetelmät eivät siis ole pelkäs-
tään toimintoja, joilla voidaan piristää tavallista luokkatyöskentelyä. [37].
STAD-menetelmää on tutkittu paljon ja sen on havaittu vaikuttavan erittäin
myönteisesti oppilaiden osaamiseen [5, s. 48].
STAD-menetelmässä on aina kuusi vaihetta: 1.) Oppilaat jaetaan neljän hen-
gen ryhmiin, joissa on suoritustasoltaan, sukupuoleltaan ja etniseltä taustal-
taan erilaisia jäseniä. 2.) Opettaja opettaa asiakokonaisuuden (1–2 oppitun-
tia). Oppilaiden on tässä vaiheessa tiedettävä, mitä heiltä ryhmänä odote-
taan. 3.) Tämän jälkeen oppilaat työskentelevät ryhmissä (1–2 oppituntia) ja
huolehtivat siitä, että kaikki ryhmän jäsenet hallitsevat opetetun asian (posi-
tiivinen keskinäinen riippuvuus). 4.) Lopuksi oppilaat vastaavat itsenäisesti
koekysymyksiin (yksilöllinen vastuu). 5.) Oppilaiden koetuloksia verrataan
heidän aikaisempiin keskiarvotuloksiinsa ja heille annetaan pisteitä sen mu-
kaan, kuinka hyvin he ovat saavuttaneet tai ylittäneet aiemman tasonsa. Näin
kuka tahansa oppilaista voi saada kokeesta ”huippupisteet” ja auttaa siten
omaa ryhmäänsä menestymään. 6.) Saadut pisteet lasketaan yhteen ryhmän
tulokseksi ja tietyn tason saavuttaneille ryhmille voidaan antaa kunniakir-
ja tai muu palkinto. Ryhmät eivät kuitenkaan kilpaile keskenään – kaikki
ryhmät voivat saada kunniamaininnan hyvästä suorituksesta. Edellä maini-
tut kuusi vaihetta vievät aikaa yhteensä noin kolmesta viiteen oppituntia.
STAD-menetelmässä on suositeltavaa, että ryhmät pysyisivät samoina vii-
den tai kuuden viikon ajan, minkä jälkeen muodostetaan uudet ryhmät edel-
lä mainittuja periaatteita noudattaen. [37, s. 48–50; 53].
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2.2.3 Ryhmäavusteinen yksilöllistäminen
Ryhmäavusteisen yksilöllistämisen (Team Assisted Individualization, TAI)
perusideana on yksilöllisten erojen huomioon ottaminen matematiikan ope-
tuksessa. Menetelmä on tarkoitettu peruskoulun alimmille heterogeenisille
luokille käytettäväksi, mutta sitä on sovellettu keskiasteellekin sellaisissa op-
pilasryhmissä, joilla ei ole valmiuksia opiskella täysimittaista kurssia. [23, s.
67; 69]. Tästä johtuen menetelmästä esitellään vain pääpiirteet eikä menetel-
män soveltamisesta ole esimerkkiä opetuspaketissa.
Menetelmän avulla voidaan vähentää erityisopetuksen ja tasoryhmien tar-
vetta. Opettajan antaman opetuksen jälkeen oppilaat työskentelevät hetero-
geenisissä ryhmissä itseopiskeluun tarkoitetun henkilökohtaisen materiaalin
parissa. Materiaali perustuu alussa tehtyyn tasokokeeseen. Oppilaat hoitavat
itse lähes kaiken tarkistuksen, aineiston käsittelyn ja tehtävänjaon ryhmis-
sä. Joka päivä opettaja opettaa pientä joukkoa oppilaita, jotka ovat eden-
neet omassa opiskelussaan samaan kohtaan. Viikon lopussa opettaja laskee
ryhmille pisteet ja hyvin suoriutuneet ryhmät palkitaan. Kahden viikon vä-
lein on muutaman minuutin mittaisia pikakokeita. Kolmen viikon välein ryh-
mät keskeyttävät yksilöllistetyn ohjelmansa ja oppilaat opiskelevat kuten
STAD-menetelmässä. Ryhmien kokoonpanoa vaihdetaan kahdeksan viikon
välein. [23, s. 69–72].
2.2.4 Palapeli
Palapelitekniikasta on olemassa lukuisia sovelluksia, mutta niissä kaikissa
esiintyy neljä yleistä vaihetta: esittely, yksityiskohtainen selvittäminen, ra-
portointi ja muokkaus sekä yhdistäminen ja arviointi. Menetelmässä oppilaat
työskentelevät pienissä (neljän) hengen ryhmissä ja jokainen jäsen erikoistuu
omaan aiheeseensa ja opettaa sen muille oman ryhmänsä jäsenille. Onnis-
tuakseen palapelitekniikka vaatii yhteistyötä sekä keskinäistä luottamusta. [7,
s. 83–84].
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Vaiheet. Esittelyvaiheessa opettaja jakaa aluksi oppilaat kotiryhmiin. Opet-
taja jakaa ryhmille aiheet ja aineistot sekä selittää, miten ryhmiä arvioidaan
koko työskentelyn ajan. Oppilaiden tulisi tässä vaiheessa innostua opiskel-
tavasta aiheesta. Jokainen ryhmän jäsen saa selvitettäväkseen oman osan-
sa aihekokonaisuudesta. Seuraavassa vaiheessa oppilaat muodostavat kahden
hengen asiantuntijaryhmiä ja perehtyvät omaan aiheeseensa. Oppilaita tulee
rohkaista aktiiviseen vuorovaikutukseen. [7, s. 85].
Kotiryhmä 1: A, B, C, D
?





Kuva 1: Kotiryhmät ja asiantuntijaryhmät
Kolmannessa vaiheessa oppilaat palaavat kotiryhmiinsä keskustellakseen asian-
tuntijaryhmissä syntyneistä ajatuksista ja ideoista. Ryhmä tekee yhdessä ra-
portin aihekokonaisuudesta. Tämän vaiheen tarkoituksena on, että yrittäes-
sään ymmärtää muiden selvittämiä osia kokonaisuudesta, oppilaat alkaisivat
muodostaa eheää kuvaa asiakokonaisuudesta. Neljännessä vaiheessa opetta-
ja voi antaa kaikille ryhmille aiheeseen liittyvän soveltavan tehtävän, aihetta
voidaan käsitellä koko luokan kesken tai jokaisesta ryhmästä valitaan yksi
kertomaan ryhmän näkemys asiasta. Tässä vaiheessa on tärkeää keskustella
myös siitä, miten ryhmätyö sujui ja miten siitä saataisiin vielä sujuvampi.
Mitä tahansa edellä mainituista neljästä vaiheesta voidaan muokata aiheko-
konaisuuteen ja kullekin luokalle sopivaksi. [7, s. 85].
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2.3 Statusongelma
Ryhmässä syntyy hyvin usein statusjärjestys, vaikka oppilaat olisi hyvin val-
mennettu käyttämään yhteistoiminnallisia työmuotoja ja vaikka ryhmän il-
mapiiri vaikuttaisi ystävälliseltä ja luottavaiselta. Oppilaiden käsitys toisen
oppilaan kyvykkyydestä rakentuu akateemisen, sosiaalisen ja vertaisstatuk-
sen kautta. Akateeminen status määrittää sen, miten hyvin oppilas itse tai
muut oppilaat kuvittelevat hänen pärjäävän esimerkiksi matematiikassa. So-
siaalinen status vastaa yhteiskunnan yleistä käsitystä tiettyjen ryhmien ky-
vykkyydestä. Vastakkain ovat usein esimerkiksi nainen - mies, musta - valkoi-
nen, rikas - köyhä. Vertaisstatus taas kertoo jäsenen asemasta koululuokassa.
Luokka arvottaa oppilaita usein sen mukaan, millainen tausta oppilaalla on
tai miten kaunis tai suosittu hän on. Kaikki edellä mainitut oppilaan statuk-
set vaikuttavat siihen, millaisessa asemassa hän on omassa ryhmässään. [6,
s. 28; 32].
Oppilas, jonka ryhmä kokee kyvykkäimmäksi suoriutumaan annetusta tehtä-
västä, joutuu tai hakeutuu yleensä johtajan rooliin. Tällainen oppilas osallis-
tuu eniten tehtävän tekemiseen ja hallitsee keskustelua, vaikka hän ei todelli-
suudessa olisikaan kyvykkäin tehtävän suorittamiseen. Muut ryhmän jäsenet
eivät välttämättä halua vastustaa johtajan ehdotuksia, jolloin muiden ideat
jäävät varjoon. Heikommat oppilaat passivoituvat eivätkä siten voi oppia te-
hokkaasti tehtävän tavoitteiksi asetettuja asioita ja käsitteitä. Arvioidessaan
ryhmän toimintaa jälkeenpäin, oppilaat mieltävät eniten keskusteluun osal-
listuneen oppilaan vaikuttaneen työn lopputulokseen eniten. [6, s. 28–31].
Opettaja voi tunnistaa statusongelman työskentelyn aikana esimerkiksi oppi-
laiden ruumiinkielestä, puheen määrästä, materiaalin jakautumisesta ja mui-
den reagoinnista oppilaan ideoihin. Heikon statuksen omaavan oppilaan ideat
saatetaan jättää huomiotta ja hänet saatetaan sulkea, konkreettisestikin, ryh-
mätyön ulkopuolelle. Tällöin heikon statuksen oppilaat voivat helposti opet-
tajan ja muiden oppilaiden silmissä leimautua passiivisiksi. Koska oppiminen
tapahtuu vuorovaikutuksen kautta, jakautuu se tällaisessa ryhmässä epäta-
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saisesti eikä kaikilla ryhmän jäsenillä ole samanlaista mahdollisuutta oppia.
Jos statusongelmaan ei puututa, oppilaiden stereotypiset käsitykset sekä en-
nakkoluulot vahvistuvat. Myös ryhmätyön laatu kärsii, kun kaikkien oppilai-
den ideoita ei oteta huomioon tai kun aika kuluu johtajan asemasta taiste-
luun. Yksi ratkaisu statusongelmaan on jakaa oppilaille selkeästi määritellyt
roolit. [6, s. 35–36].
2.4 Oppilaiden roolit
Tutkimusten mukaan opettajat kokevat yhtenä ryhmätyöskentelyn vaikeim-
pana ongelmana sen, että ryhmässä on oppilaita, jotka eivät osallistu työs-
kentelyyn vaan ”korjaavat vain valmiit hedelmät” [30, s. 8]. Pasi Sahlberg
ja John Berry [31, s. 189] toteavat, että yleisin ryhmän selviytymisstrategia
oppimistilanteessa on ryhmän kykenevimmän jäsenen valitseminen annetun
tehtävän tekijäksi. David Johnsonin ja Roger Johnsonin [10, s. 108] mukaan
oppilaiden sijoittamisesta yhteen voi olla seurauksena haitallista kilpailua ja
tunne siitä, että oppilaat kaikesta huolimatta tekevät omaa henkilökohtaista
työtä. Ryhmässä voi tapahtua myös epäedullista tehtävänjakoa, joka johtaa
siihen, että yksittäisen oppilaan kokemus tehtävän eri osasista kokonaisuuden
muodostajina häviää. Oppilaille jaetut toisiaan täydentävät roolit edistävät
kaikkien osallistumista ja voivat auttaa positiivisen keskinäisen riippuvuuden
luomisessa [11, s. 30–32]. Roolit myös kertovat, miten opettaja on delegoinut
työtänsä ryhmien jäsenille. Opettaja voi keksiä erilaisia rooleja sekä niihin
kuuluvia tehtäviä kuhunkin työhön sopivaksi. Alla on esimerkkilista rooleista
ja niihin kuuluvista tehtävistä [6, s. 88–91].
• Avustaja: Huolehtii siitä, että ryhmä ymmärtää annetun tehtävän, jo-
kainen oppilas pysyy omassa roolissaan ja osallistuu tehtävän tekemi-
seen, ryhmä pysyy aiheessa, työ edistyy ja että työ valmistuu annetussa
ajassa.
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• Harmonisoija: Kannustaa myönteisen palautteen antamista ja estää
toisten ideoiden aliarvioimisen.
• Kokoaja: Kirjaa pääideat jättäen pois epäolennaiset, korostaa niissä
esiintyviä ongelmia ja ristiriitoja. Edistää ideaa ”asiat riitelevät, eivät
ihmiset”.
• Materiaalivastaava: Auttaa muuta ryhmää käyttämään jaettua materi-
aalia, kuten monisteita ja oppikirjoja, ja löytämään sieltä keskeisimmät
kohdat.
• Kirjuri : Tekee muistiinpanoja keskustelusta ja auttaa ryhmää tai sen
jäseniä kirjoittamaan raportin.
• Raportoija: Keskustelee ryhmän kanssa, mitä tuloksia ryhmä haluaa
esitellä ja miten. Esittää ryhmän tuotoksen muulle luokalle.
Oppilaiden roolijaon tulisi olla yleisesti koko luokan tiedossa. Opettajan tulee
selkeästi määritellä roolien toimenkuvat ja tehtävät. Kaikkien ryhmäläisten
tulee tietää, mitä kuhunkin rooliin kuuluu. Opettajan tehtävänä on päättää,
mitä rooleja ryhmätyössä tarvitaan ja huolehtia siitä, että jokainen oppilas
saa vuorollaan kokeilla jokaista roolia. Kaikki oppilaat eivät välttämättä vai-
kuta kykeneviltä suoriutumaan esimerkiksi avustajan roolista. Jokainen op-
pilas voi kuitenkin selviytyä tästä roolista, jos se on selkeästi määritelty ja
kaikkien tiedossa ja siinä tarvittavia taitoja on harjoiteltu. Rooli voi paran-
taa heikon statuksen omaavan oppilaan asemaa paitsi senhetkisessä ryhmässä
myös luokassa. Opettajan tulee painottaa oppilaille sitä, kuinka tärkeää on,
että jokainen hoitaa hyvin oman roolinsa. [6, s. 87–88; 96–97].
Roolit (kuten ryhmätkin) voidaan jakaa oppilaille jo edellisellä tunnilla. Opet-
taja tai oppilaat yhdessä voivat laatia kuhunkin rooliin liittyvistä tehtävistä
listan ja miettiä, millaisia fraaseja rooliin kuuluu. Tällöin jokaiselle oppilaal-
le voidaan jakaa roolikortti, joka helpottaa omassa roolissa pysymistä ja sen
mallikasta toteuttamista. [6, s. 98]. Esimerkiksi avustajan kortissa voisi olla
seuraavia ohjeita:
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1. Lue annettu tehtävä aktiviteettikortista2 ja varmista, että jokainen ym-
märtää tehtävän.
2. Anna jokaiselle mahdollisuus osallistua ja vuoro puhua.
3. Pyydä ryhmän jäseniä perustelemaan ehdotuksensa ja ideansa.
4. Huolehdi, että ryhmä ei keskustele annetun tehtävän ulkopuolisista
asioista.
5. Muistuta tarvittaessa, että jokaisen tulee pysyä omassa roolissaan.
6. Pidä huoli siitä, että aikaraja ei ylity.
2.5 Uusien toimintatapojen harjoittelu
2.5.1 Yleistä
Yhteistoiminnallisen oppimisen onnistuminen edellyttää Pasi Sahlbergin ja
Asko Leppilammen [32, s. 71] mukaan oppilaalta kahden periaatteen sisäis-
tämistä: toisten oppimisen ja työskentelyn auttamista ja kannustamista sekä
omakohtaista aktiivista osallistumista ja vastuun ottamista omasta oppimi-
sesta.
Oppilaat oppivat koulussa tietynlaisia toimintatapoja ja sisäistävät nämä.
Lukioon tullessaan oppilaat ovat saattaneet sisäistää sellaisia tapoja kuin
”seuraa opetusta”, ”älä keskustele vierustoverisi kanssa” ja niin edelleen. Yh-
teistoiminnallinen oppiminen edellyttää kuitenkin toisenlaisia käyttäytymis-
tapoja, kuten ”kysy muiden mielipidettä”, ”anna muille mahdollisuus puhua”,
”perustele väittämäsi”. Näitä uusia taitoja tulee harjoitella ennen kuin oppi-
las kykenee sisäistämään ne ja käyttämään niitä sujuvasti vuorovaikutusti-
lanteissa. [6, s. 39–40].
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Ryhmässä syntyvät ratkaisemattomat erimielisyydet tai toisten ajatuksia kri-
tiikittömästi myötäilevä eteneminen voivat myös olla esteenä tiedon tehok-
kaalle prosessoinnille. [9, s. 214–215].
Johnsonin, Johnsonin ja Holubecin [12, s. 6; 29–30] mukaan ryhmässä tapah-
tuva vuorovaikutus on positiivisen keskinäisen riippuvuuden jälkeen toiseksi
tärkein tekijä yhteistoiminnallisen työskentelyn onnistumiseksi. 1990-luvulla
tehty tutkimustyö on suhteellisen selkeästi osoittanut, että laadukas ja sy-
vällistä oppimista tukeva vuorovaikutus ei kuitenkaan vertaisryhmissä synny
automaattisesti. Sangen useat tutkimukset ovat raportoineet, että oppilaiden
keskinäinen kommunikointi on yhteisessä ongelmanratkaisutilanteessa usein
pinnallista ellei tarvittavia sosiaalisia taitoja ole määrätietoisesti harjoitel-
tu. [19, s. 261]. Tarkoituksenmukaisen vuorovaikutuksen toteutuminen edel-
lyttääkin yhteistyö- ja vuorovaikutustaitojen tietoista harjoittelua. Ryhmän
jäsenille on opetettava ne sosiaaliset taidot, joita laadukas yhteistyö edellyt-
tää, ja heidät on motivoitava käyttämään näitä taitoja. Ryhmän tuloksellinen
toiminta edellyttää siis sitä, että yhteistyö- ja vuorovaikutustaidot nähdään
paitsi välineenä myös tavoitteena [28, s. 15]. Jos sosiaalisesti taitamattomat
yksilöt vain sijoitetaan ryhmään ja heitä käsketään työskentelemään yhdessä,
on onnistumisen todennäköisyys hyvin pieni. [10, s. 110].
1990-luvulla tehtyjen tutkimusten perusteella voidaan sanoa, että valmen-
nusta ja ohjausta saaneet oppilaat toimivat yhteistoiminnallisemmin ja hei-
dän ryhmissään esiintyi vähemmän yhteistoiminnallisuutta haittaavia ilmiöi-
tä kuin valmentamattomien oppilaiden ryhmässä. Tutkimuksessa osoittautui
myös, että valmentamattomat oppilaat saattoivat kokea yhteistoiminnallisen
oppimisen epäinnostavaksi ja jopa haitalliseksi. Vaikuttaa todennäköiseltä,
että oppilaat hyötyvät enemmän yhteistoiminnallisesta oppimisesta, mikäli
heitä on valmennettu käyttämään tarpeellisia sosiaalisia taitoja ennen varsi-
naista oppimistilannetta. [34, s. 390].
Puheen laatu. Vaikka keskustelua pidetään merkittävänä ajattelun ulkois-
tamisen välineenä, ei millainen puhe tahansa kuitenkaan edesauta oppimista.
Tutkimuksissa, joissa oppimista on tarkasteltu ryhmäprosessina, on oppimi-
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sen laadun indikaattorina käytetty muun muassa vuorovaikutuksessa ilmene-
vän puheen laatua. Oppimista tukevalle keskustelulle on ominaista yhdessä
tapahtuva pohtiminen, ajatteluprosessien julkituominen, ongelmien analysoi-
minen, selitysten vertailu ja yhteisten päätösten tekeminen. Yhteistoiminnal-
lisen oppimisen kannalta vähemmän tukevia puheenmuotoja sen sijaan ovat
kiistelevä puhe, jolle on tyypillistä ratkaisemattomat erimielisyydet ja yksi-
löllinen päätöksenteko sekä toisten ajatuksia kritiikittömästi myötäilevä niin
sanottu kumulatiivinen puhe. [9, s. 215]. Useat tutkimukset ovat raportoineet
oppilaiden keskinäisen kommunikoinnin olevan yhteisessä ongelmanratkaisu-
tilanteessa pinnallista ja konkreetille tasolle sitoutunutta [19, s. 261].
2.5.2 Pelit
Ennen ryhmätyön aloittamista oppilaiden tulee tietää, miksi ryhmätyö toteu-
tetaan ja mihin yhteistyötaitoja tarvitaan. Opettajan tulee etukäteen miet-
tiä, mitä taitoja ja toimintatapoja toteutettavaksi aiottu ryhmätyö vaatii ja
opetettava ne oppilaille. Uusien taitojen opettelu käy tehokkaimmin itse ko-
keilemalla, joten yhteistoiminnallisten taitojen opettamiseen on suunniteltu
useita pelejä. Pelit saattavat tuntua liian yksinkertaisilta lukion oppilaille,
mutta ne ovat vain väline, joiden avulla on tarkoitus oppia työskentelemään
yhdessä. Yhtä tärkeää on pelin jälkeinen keskustelu, reflektointi. Tarkoituk-
sena ei kuitenkaan ole se, että opettaja luennoi oppilaille pelin tarkoituksesta,
vaan että hän kysyy sellaisia kysymyksiä, jotka saavat oppilaat pohtimaan
haluttuja teemoja. Tämän jälkeen opettaja voi selventää oppilaille tehtävässä
tarvittuja taitoja sekä painottaa niiden tärkeyttä tulevissa ryhmätöissä. [6,
s. 41–43].
Jotta ryhmätyö sujuisi, oppilaat osaisivat auttaa toisiaan ja ottaisivat huo-
mioon myös toisten oppimisen, heidän tulee olla tietoisia ja ymmärtää toisen
tarpeita sekä kokea olevansa vastuussa heidän auttamisestaan. Näitä taitoja
kartuttamaan soveltuu peli nimeltä Särkyneet ympyrät. Pelin ideana on, ettei
tehtävää pysty ratkaisemaan, ennen kuin ryhmän kaikki jäsenet ovat tietoisia
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toisten ongelmista koota omaa ympyräänsä ja valmiita luovuttamaan omia
palojaan, jotta kaikki saisivat ympyränsä koottua. Aluksi jokaiselle jäsenel-
le jaetaan kirjekuori, jossa on pahvinpalasia. Ryhmän tulee muodostaa sa-
mankokoisia ympyröitä saaduista paloista. Tehtävä on suoritettu vasta, kun
jokaisella jäsenellä on edessään samankokoinen ympyrä. Puhuminen ei ole
sallittua tehtävän aikana. Oppilaat eivät siis voi pyytää toisilta paloja, vaan
he voivat vain antaa niitä eteenpäin. [6, s. 42–43]. Tehtävän tarkemmat ohjeet
ja materiaali löytyvät liitteestä D.1.
Yhteistoiminnallinen oppiminen harjoittaa korkeamman tason ajattelutaito-
ja. Usein oppilailla on vaikeuksia pukea sanoiksi tekemiään olettamuksia,
päättelyketjuja ja yleistyksiä. Sateenkaarilogiikka on peli, joka harjoittaa op-
pilaiden kykyä ilmaista edellämainittuja asioita ääneen. Yksi oppilas toimii
suunnittelijana ja värittää 3 × 3 -ruudukon siten, että kaikkien samanvä-
risten ruutujen tulee olla yhteen liitettynä vähintään yhden sivun kanssa.
Ryhmän tehtävänä on selvittää ruudukon väritys kysymällä mahdollisim-
man vähän kysymyksiä. Ryhmän täytyy siis keskutella ja päättää kysymys
ennen sen esittämistä, saadakseen värityksen selville. Keskustelussa oppilai-
den tulisi kertoa, miten he päättelevät ja ajattelevat ja vakuuttaa muut eh-
dottamansa kysymyksen paremmuudesta. Ryhmälle voidaan määrätä myös
tarkkailija, joka merkitsee muistiin kuinka usein oppilaat perustelevat ehdo-
tuksensa ja keskusteleeko ryhmä todella vaihtoehdoista ennen kysymyksen
esittämistä. [6, s. 46–48]. Tehtävän tarkemmat ohjeet ja materiaali löytyvät
liitteestä D.2.
2.6 Ryhmätyön suunnittelu ja toteutus
2.6.1 Oppilaiden valmentaminen
Yhteistoiminnallisen oppimisen soveltaminen on aloitettava pienin askelin.
Hyviä tuloksia voidaan saavuttaa vain toistuvasti ja päämäärätietoisesti har-
joittelemalla. Tällöin vältetään muun muassa oppilaiden voimakkaat negatii-
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viset reaktiot uusia työmuotoja kohtaan. [27, s. 319].
Harjoitteluun kannattaa käyttää aikaa, sillä sen tuomat taidot ovat myös
ryhmätyön onnistumisen edellytyksiä. Edellisessä luvussa mainittujen pelien
ja harjoitusten käyttäminen edistää varsinaisten ryhmätyön onnistumista ja
parantaa oppilaiden oppimistuloksia. [6, s. 40].
2.6.2 Tehtävän luonne
Suunnittelutyö kannattaa aloittaa pohtimalla, onko ryhmätyönä toteutettava
tehtävä luonteeltaan rutiinitehtävä vai käsitteenmuodostamista tukeva teh-
tävä. Rutiinitehtävällä tarkoitetaan tehtävää, johon on olemassa yksi selkeä
vastaus tai joka käsitää tietynlaista toimintaa kuten tunnilla käsitellyn ai-
heen harjoittelua, matemaattisen kaavan soveltamista tai kokeisiin valmis-
tautumista. Käsitteellisessä tehtävässä tavoitteena on oppimisen syventämi-
nen, ongelman tarkastelu eri näkökulmista, hypoteesin tekeminen, vastauk-
sen löytäminen tehtävään, johon ei ole olemassa yhtä oikeaa vastausta ja
abstraktein käsittein kommunikoimaan oppiminen. [6, s. 63].
Opettajan kannattaa miettiä etukäteen, millaista kommunikointia hän ha-
luaa kuulla ryhmätyön aikana. Rutiinitehtävän yhteydessä tärkeitä tekijöi-
tä ovat kysyminen, auttaminen, selittäminen ja innostaminen. Käsitteellinen
tehtävä vaatii oppilasryhmältä avoimen tunnelman, ideoiden vaihtoa, strate-
gioiden tekemistä ja päättelyä. [6, s. 64].
Sahlberg ja Berry [31, s. 185] toteavat aikaisempiin tutkimuksiin vedoten, että
yhteistoiminnallisen oppimisen onnistuminen matematiikassa riippuu ratkai-
sevasti ryhmille annettujen tehtävien luonteesta. Huonosti suunniteltu teh-
tävä tai tehtävänanto saattaa pilata muuten tarkoituksenmukaisen toimin-
nan. Ratkaisevaa on myös se, mikä yhteistoiminnallinen menetelmä valitaan
tehtävän toteutukseen. Rutiinitehtävien laskemiseen on käytettävä erilaisia
menetelmiä kuin käsitteellisten tehtävien ratkaisemiseen. [6, s. 64]. Käsit-
teellisten tehtävien kohdalla syy yhteistoiminnallisen työskentelyn epäonnis-
tumiseen ja opettajien huonoihin kokemuksiin on väärin valitussa, ryhmälle
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suoritettavaksi annetussa tehtävässä. Koska oppikirjat ja opetussuunnitelmat
on suunniteltu pääasiassa yksinäiseen työskentelyyn, yhteistoiminnallisen op-
pimisen onnistuminen riippuu ratkaisevasti siitä, onko opettajalla ammatti-
taitoa laatia sellaisia tehtäviä ja niiden toteuttamistapoja, jotka haastavat
ryhmän pohdiskelevaan ja kokeiluja tekevään lähestymistapaan. [31, s. 177;
184; 189].
Oppilaiden sopeuttaminen pari- ja ryhmätyöskentelyyn voi olla helpointa
aloittaa rakenteellisen lähestymistavan mukaisista tehtävätyypeistä, sillä nii-
tä voi käyttää myös pieninä osina muun opetuksen ohessa. Oppilaiden ja
opettajan taitojen kehittyessä voidaan siirtyä vaativampiin ryhmätyömuo-
toihin sekä ongelmanratkaisutehtäviin.
Ryhmätyöskentelyssä voi teettää avoimia ja monelta suunnalta lähestyttä-
vissä olevia tehtäviä, joihin kenelläkään ryhmässä ei heti ole antaa vastausta.
Silloin, kun halutaan erilaisia näkökulmia, lähestymistapoja, tietämystä ja
ideoita, ryhmätyöskentely voi onnistua tarkoituksenmukaisella tavalla [29, s.
4].
2.6.3 Ryhmäytyminen
Kaikessa ryhmätyöskentelyssä oppilaiden jakaminen toimiviksi ryhmiksi osoit-
tautuu yhdeksi vaikeimmista tehtävistä. Perinteisen ryhmätyöskentelyn on-
gelmat liittyvät usein juuri ryhmien muodostamiseen. Ryhmät pyrkivät muo-
dostumaan homogeenisiksi, mikä peittää opetusryhmässä olevaa rikkautta ja
vahvistaa sosiaalisia ongelmia. Yksi yhteistoiminnallisen oppimisen perustek-
niikoista onkin taito jakaa oppilaat nopeasti toimiviksi heterogeenisiksi ryh-
miksi. [32, s. 92–94]. Ryhmien jakamisesta löytyy tarkempaa tietoa P. Sahl-
bergin ja S. Sharan toimittamasta teoksesta Yhteistoiminnallisen oppimisen
käsikirja [33].
Tuloksellinen yhteistoiminnallisuus matematiikan oppimisessa edellyttää riit-
tävän pieniä ryhmiä [31, s. 177]. Tutkimuksissa on todettu, että oppilaat op-
pivat tehokkaimmin opiskellessaan kahden hengen ryhmissä ja että yhteistoi-
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minnallinen oppiminen parin kanssa vaikuttaa positiivisesti matemaattisten
tietojen ja taitojen omaksumiseen. [34, s. 398]. Toisaalta kolmen tai neljän
hengen ryhmät tarjoavat oppilaille paremmat mahdollisuudet keskusteluun,
mahdollistavat roolien laajemman käytön ja tuovat tehtävään useamman op-
pilaan näkökulman.
Ryhmien kokoonpanoja tulisi vaihdella ja tarjota kaikille oppilaille tilai-
suus työskennellä kaikkien kanssa. Heterogeeniset ryhmät tuottavat parhaim-
man tuloksen, mutta joskus voidaan käyttää myös esimerkiksi tytöt/pojat -
jaottelua. Jos oppilaat saavat itse valita ryhmänsä, muodostuvat ne yleensä
oppilaiden sosiaalisten suhteiden mukaisesti, jolloin tietyt oppilaat saatta-
vat jäädä kokonaan ryhmien ulkopuolelle ja heidät joudutaan sijoittamaan
pakolla johonkin ryhmään. Tällöin ryhmä voi sulkea kyseisen oppilaan työn
ulkopuolelle. Kaverisuhteisiin perustuvan ryhmän työskentely ei välttämättä
muutenkaan ole tehokasta, jos ryhmä keskittyy muuhun kuin annettuun teh-
tävään tai jos kaikki ryhmän jäsenet ovat heikon tason oppilaita. Luokan kes-
kitason alapuolella olevat sekä heikot ryhmätyötaidot omaavat oppilaat tulisi
sijoittaa ryhmiin huolella. Ryhmässä tulisi olla heikon oppilaan vastapaino
tai huolehtija, joka ei välttämättä tarkoita keskitason yläpuolella olevaa op-
pilasta vaan myös sellaista oppilasta, joka pystyy omilla ryhmätyötaidoillaan
pitämään heikomman mukana työssä. [6, s. 74].
2.6.4 Valmistautuminen
Ennen ryhmätyön aloittamista opettajan kannattaa pitää lyhyt orientaatio.
Sen aikana opettaja voi opettaa ryhmätyössä tarvittavat esitiedot ja taidot,
mutta tärkeintä on muistuttaa oppilaita yhteistoiminnalliseen oppimiseen lii-
tyvistä toimintatavoista ja rooleista sekä kertoa arvioinnin kriteerit. [6, s. 70].
Toimintatavat voidaan laittaa julisteeksi luokan seinälle [6, s. 53; 106]:
• Kerro omat ideasi.
• Kuuntele toisia, anna heille mahdollisuus puhua.
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• Kysy toisten mielipidettä.
• Perustele ideasi ja keskustele myös muiden ideoista.
• Sinulla on oikeus pyytää apua keneltä ryhmän jäseneltä tahansa.
• Sinulla on velvollisuus auttaa kaikkia, jotka pyytävät apua.
• Auta ryhmäsi jäseniä tekemättä työtä heidän puolestaan.
• Toimi roolisi mukaisesti ja pysy roolissasi.
• Ryhmän täytyy suorittaa loppuun annettu tehtävä ja jokaisen tulee
palauttaa itsenäisesti kirjoitettu raportti.
Kun ryhmätyötä ja siihen liittyviä uusia toimintatapoja vasta harjoitellaan
tai jos ryhmien toiminnassa on ongelmia, voidaan työ hetkeksi keskeyttää ja
antaa ryhmille pohdittavaksi seuraavia kysymyksiä [6, s. 54]:
• Puhuvatko kaikki?
• Kuunteletko kaikkia ryhmäsi jäseniä?
• Kysytkö kysymyksiä? Miten sinun kannattaisi kysyä saadaksesi tietää
toisen idean?
• Perusteletko ideoitasi? Miten sinun kannattaisi kysyä saadaksesi toisen
perustelemaan oman ideansa?
Oppilaita voidaan kehottaa tekemään toimintasuunnitelma tai strategia en-
nen työn aloittamista. Oppilaille tulisi painottaa keskustelun tärkeyttä ennen
päätöksentekoa. Äänestäminen ei ole hyväksyttävä tapa tehdä päätöstä esi-
merkiksi ryhmän toimintastrategiasta tai raportista, vaan koko ryhmän tulee
olla yksimielinen. Tämä vaatii hyvin perusteltuja ideoita ja väitteitä. [6, s.
56].
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Orientaatio ei saisi sisältää liikaa asiaa ja se tulisi pitää riittävän lyhyenä.
Orientaation päätteeksi opettaja ilmoittaa tehtävään käytettävän ajan, ryh-
mien kokoonpanot sekä oppilaille jaetut roolit. Apuna voi käyttää kalvoa,
johon on piirretty kunkin ryhmän sijainti sekä jäsenten nimet ja roolit. [6, s.
75].
Ryhmille voidaan jakaa niin sanotut aktiviteettikortit . Ne sisältävät selkeät
ja riittävän yksityiskohtaiset ohjeet ryhmätyön tehtävästä ja toteutuksesta.
Aktiviteettikortissa voi olla myös kysymyksiä, joihin vastaamalla ryhmä voi
itse päättää, miten se lähtee tehtävää toteuttamaan. Tämä lisää oppilaiden
motivaatiota työn aloittamiseen. Kortin ohjeistuksen ei siis kannata olla liian
määräävä. Tarvittaessa ryhmille voidaan jakaa myös lähdekortit, jotka sisäl-
tävät ongelman ratkaisemiseen vaadittavaa tietoa, mutta eivät vastauksia.
[6, s. 71–72]. Lähdekortti voi sisältää esimerkiksi logaritmin laskusäännöt,
jos niitä tehtävän ratkaisemiseen tarvitaan. Opettajan on kuitenkin syytä
muistaa, että tämä saattaa vaikuttaa ohjaavasti oppilaiden toimintaan.
2.6.5 Luokan järjestäminen
Kaikkien ryhmän jäsenten tulisi nähdä toisensa ja ryhmätyön tekemiseen tu-
lisi varata riittävästi tilaa. Luokka kannattaa siksi järjestää joko etukäteen tai
oppilaiden avustuksella paremmin työskentelyyn sopivaksi. Pulpetit voidaan
laittaa vastakkain ja sijoittaa eri ryhmät mahdollisimman kauaksi toisistaan,
jotta työskentely ei häiriintyisi. [6, s. 75]. Jos tehtävässä tarvitaan erityistä
materiaalia, kuten sakset tai iso paperiarkki, voidaan materiaali jakaa tun-
nin alussa kullekin ryhmälle. Tällä vältetään oppilaiden turha kulkeminen
luokassa työskentelyn aikana. [6, s. 77].
2.6.6 Yhteenveto
Tehtävän lopussa koko luokka keskustelee saaduista tuloksista opettajan joh-
dolla. Jos kaikilla ryhmillä on ollut sama tehtävä, ryhmät voivat vastata eri
kysymyksiin tai kertoa vain osan tuloksesta, jolloin opettaja kokoaa yhteisen
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tuloksen esitysten päätteeksi. Ryhmät voivat myös vertailla lähestymis- ja
ratkaisutapojaan ja esittää toisilleen kysymyksiä. Jos ryhmät ovat tehneet
eri tehtävän, kaikki ryhmät esittelevät oman työnsä ja sen ratkaisuvaiheet.
Yhteenvedossa on tärkeää, että kaikki oppilaat seuraavat esityksiä ja tekevät
toisilleen kysymyksiä ja pyytävät tarkennuksia esitettyihin tietoihin. Opetta-
jan kannattaa aina hiukan muunnella yhteenvetotapaa, jotta oppilaat eivät
rutinoituisi liikaa ja jaksaisivat joka kerta seurata esityksiä. [6, s. 78–79].
Yhteistoiminnallisen ryhmätyön onnistuminen riippuu myös ryhmän jäsen-
ten oman ja ryhmän toiminnan pohtimisesta työn aikana tai sen jälkeen.
Reflektointi auttaa tiedostamaan työskentelyä haittaavia tekijöitä sekä edis-
tää ryhmän työskentelyä. Sen tarkoituksena on saada aikaan keskustelua sii-
tä, kuinka hyvin oppimisryhmä toimii, mitä käyttäytymistapoja on syytä
jatkaa ja miten jäsenet hyödyntävät sosiaalisia taitojaan auttaakseen kaikkia
ryhmän jäseniä saavuttamaan tehokkaan työskentelyilmapiirin ja oppimistu-
lokset. Reflektointia tarvitaan, jotta ryhmä pystyisi kehittymään työskente-
lyssään. [12, s. 33–34].
Opettaja voi yhteenvedon lopuksi tai seuraavan tunnin alussa keskustella
luokan kanssa siitä, miten ryhmätyö onnistui. Hän voi nostaa esille hyviä
esimerkkejä roolisuorituksista tai toimintastrategioista ja kertoa myös huo-
maamistaan ongelmista. Luokka voi siten yhdessä pohtia, miten ongelmat
voidaan ratkaista ja kehittää vaihtoehtoisia strategioita. [6, s. 98].
2.6.7 Arviointi
Oppilaiden tulisi saada perusteltua palautetta siitä, missä he onnistuivat ja
mitä pitäisi vielä parantaa. Arvioinnissa tulisi välttää epätarkkoja fraaseja
kuten ”hyvä” tai ”hienoa”. [6, s. 80]. Palautetta voi antaa suullisesti myös koko
luokan kesken. Opettaja voi tällöin nostaa esille työskentelyn aikana havain-
noimiaan asioita ja keskustella niistä koko luokan kanssa. Oppilailta voidaan
kysyä, mitä voisi tehdä paremmin tai olisiko jossakin tilanteessa voitu toimia
toisin. Opettaja voi myös kertoa esimerkkejä onnistuneista suorituksista. [6,
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s. 50].
Muun muassa Sahlberg ja Berry [31, s. 182] ovat tutkimuksissaan havainneet,
että ryhmätöitä tehtäessä heikommat oppilaat kopioivat lahjakkaampien rat-
kaisut. Yksilön vastuuta voidaan luoda määrätietoisesti esimerkiksi yksilötyö-
nä tehtävillä raporteilla, kokeilla tai testeillä, valitsemalla sattumanvaraisesti
poimitun oppilaan tuotos edustamaan koko ryhmää tai edellyttämällä, että
jokainen ryhmässä pystyy tarvittaessa tekemään selkoa ryhmän toiminnasta
ja oppimistuloksista. [11, s. 32].
Opettaja voi pyytää oppilasta/ryhmää kirjoittamaan raportin uudelleen, jos
se ei vastaa etukäteen mainittuja kriteerejä. Opettajan lisäksi arviointia voi-
vat tehdä myös oppilaat. Jos oppilaat arvioivat toistensa töitä, on heille ope-
tettava rakentavan palautteen antamista sekä kerrottava arvioinnin kriteerit.
Oppilas voi tehdä myös itsearviointia. [6, s. 80–81].
Kaikkien oppilaiden ei ole tarpeen saavuttaa täysin haluttua tiedollista ta-
soa ryhmätyön aikana, sillä tiedon rakentuminen jatkuu harjoittelun edetes-
sä. Tämä on huomioitava myös arvioinnissa, sillä jos opettaja vaatii tiedolli-
sen tason saavuttamisen jokaiselta oppilaalta, hän saattaa tarkastella liikaa
itse saavutettuja tuloksia jättäen prosessin vähemmälle huomiolle. [6, s. 79].
Kuitenkin työskentelyvaihe on yhteistoiminnallisessa oppimisessa vähintään
yhtä tärkeä kuin lopputulos.
2.6.8 Arvosanan antaminen
Arvosanan antaminen sopii erityisesti rutiinitehtävien arviointiin, sillä se voi
vaikuttaa myönteisesti oppilaiden motivaatioon. Käsitteellisessä tehtävässä
itse työn tulisi olla riittävä motivoija. Tällaisten töiden arvioiminen arvosa-
nalla voi aiheuttaa ryhmien välille negatiivista kilpailua. Arvosana voi vai-
kuttaa ryhmän työskentelytapoihin siten, että ryhmä valitsee etevimmän jä-
senensä tekemään annetun tehtävän, jolloin ryhmän huonoimmaksi kokema
oppilas saattaa jäädä kokonaan työn ulkopuolelle. [6, s. 83].
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Yksittäistä oppilasta ei tulisi koskaan arvioida sen mukaan, miten aktiivisesti
hän on osallistunut ryhmätyön tekemiseen ja miten ratkaiseva vaikutus hänel-
lä on ollut työn etenemiseen. Oppilas ei aina pysty itse vaikuttamaan siihen,
miten paljon hän voi osallistua. Joskus ryhmä saattaa sulkea yhden oppilaan
työn ulkopuolelle tai suhtautua vähättelevästi tämän esittämiin ideioihin, ja
toisaalta oppilas voidaan myös pakottaa tekemään työ lähes yksin. Tällöin
voidaankin katsoa koko ryhmätyö epäonnistuneeksi yksittäisen oppilaan epä-
onnistumisen sijaan. [6, s. 83].
2.7 Opettajan toiminta
2.7.1 Opettajan tehtävät
Opettajan on ymmärrettävä onnistuneen yhteistyön keskeiset tekijät sekä
osattava soveltaa niitä omiin opetustarpeisiinsa, vallitseviin olosuhteisiin,
opiskeltaviin sisältöihin sekä oppilaisiin [10, s. 108]. Yhteistoiminnallisen opis-
kelutyylin oppiminen ja sen tarkoituksenmukainen toteuttaminen edellyttä-
vät uusia taitoja paitsi oppilailta myös opettajalta [30, s. 8]. Yhteistoiminnal-
linen oppiminen ei tarkoita opettajan kannalta auktoriteetista luopumista.
Opettajan tehtävänä on ohjeistaa oppilaita, asettaa heille työskentelyn sään-
nöt, kouluttaa oppilaat käyttämään yhteistoiminnallisen oppimisen vaatimia
työskentelytapoja, määrätä ryhmien kokoonpanot sekä oppilaiden roolit, de-
legoida omaa valtaansa erityisen roolin omaaville oppilaille sekä pitää ryhmiä
vastuullisena työn edistymisestä ja sen tuloksista. Orientaatiossa ja yhteenve-
dossa opettaja johtaa keskustelua ja päättää toimintatavoista. Ryhmätyön
aikana opettaja ei enää vastaa siitä, että työ tulee tehdyksi ja että oppi-
laat saavat riittävästi apua ja ohjausta – ryhmien tulee selviytyä siitä itse ja
opettajan on sitä myös vaadittava. [6, s. 105; 112].
Ryhmätyöskentelyn aikana opettajan tehtävänä on tarkkailla ja kuunnella
ryhmien keskustelua, mutta riittävän etäältä. Jos oppilaat huomaavat opet-
tajan tarkkailevan juuri heidän ryhmäänsä, he keskittyvät helposti häneen ja
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ohjaavat kommenttinsa ja kysymyksensä opettajalle ryhmän sijasta. Tämä
vaikeuttaa olennaisesti ryhmän toimintaan ja tehtävän edistymiseen. Opet-
tajan tulisikin välttää ryhmien toimintaan puuttumista viimeiseen asti ja
pakottaa ryhmä ratkaisemaan ongelmansa itse. Sääntönä voi esimerkiksi ol-
la, että vain ryhmän avustaja voi kysyä opettajalta varmistettuaan, ettei
kukaan ryhmäläisistä tiedä vastausta. [6, s. 107].
Ryhmän toimintaan tulee puuttua, jos 1) ryhmä ei ymmärrä tehtävää tai 2)
ei pääse tehtävässä eteenpäin, 3) ryhmän sisällä on vakavia ristiriitoja tai 4)
jos ryhmä on hajoamassa, koska se ei pysty organisoitumaan saadakseen teh-
tävän tehtyä. Tällöin opettajan on aluksi tarkkailemalla sevitettävä, mikä on
ryhmän ongelmana ja vasta sitten lähestyttävä ryhmää. [6, s. 108]. Tapauk-
sessa 1) opettaja voi kysyä avoimia kysymyksiä ohjaten keskustelua oikeaan
suuntaan. Tapauksessa 2) opettaja voi osoittaa materiaalista olennaisia koh-
tia, tarkistaa, että oppilaat ymmärtävät tehtävässä olleen kysymyksen se-
kä tarvittaessa täydentää oppilaiden tietoja. Tällöin opettaja yrittää auttaa
ryhmän sellaiselle tiedolliselle tasolle, josta he pääsevät jälleen itsenäisesti
eteenpäin. 3)-tapauksessa opettaja voi pyytää ryhmää miettimään, miten he
ovat toteuttaneet yhteistoiminnallisen oppimisen työskentelytapoja ja poh-
timaan muita strategioita tilanteen selvittämiseksi. Ongelman 4) kohdalla
opettaja voi muistuttaa ryhmäläisiä heidän rooleistaan ja hyvistä toiminta-
tavoista sekä kysyä, toteutuvatko ne. Ryhmä voi laatia listan siitä, mitä pitää
tehdä ja missä järjestyksessä. [6, s. 109; 111].
Kussakin tapauksessa opettajan tulee jättää ryhmä keskustelemaan rauhassa
ja palata myöhemmin kuulemaan syntynyt ratkaisu [6, s. 109]. Ongelmati-
lanteissa opettajan tehtävänä on siis avainkysymysten esittäminen, ajattelun
stimulointi, statusongelmiin puuttuminen sekä sääntöjen, roolien ja toimin-
tatapojen vahvistaminen [6, s. 108]. Jos osoittautuu, että jonkin ryhmän on-
gelmat johtuvat sen kokoonpanosta, ei kyseisiä oppilaita tulisi enää sijoittaa
samaan ryhmään. Jos taas kaikilla ryhmillä on ongelmia tehtävän suorittami-
sessa, voi syynä olla huonosti laadittu tehtävä tai sen ohjeistus, tai se voi olla
merkki oppilaiden ohjauksentarpeesta. Opettajan tulee yrittää paikallistaa
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ongelma ryhmätyön jälkeisessä luokkakeskustelussa. [6, s. 111].
Jos yksi ryhmä saa tehtävän valmiiksi paljon ennen muita, voi opettaja esit-
tää kysymyksiä, jotka syventävät oppilaiden tietämystä aiheesta tai pyytää
oppilaita pohtimaan tehtävää jostakin toisesta näkökulmasta. Opettaja voi
tarvittaessa tarjota aiheesta lisämateriaalia. [6, s. 111].
Rakenteellisesta lähestymistavasta aloitettaessa opettajan on helpompi akti-
voida ja parantaa havainnointikykyjään sekä kehittää itse erilaisia arviointi-
kriteereitä ja -monisteita, jotka helpottavat ryhmätyöskentelyn aikana teh-
tävää arviointityötä. Liitteeseen G on koottu muutamia arviointilomakemal-
leja, jotka löytyvät myös J. Berryn ja P. Sahlbergin teoksesta Matematiikka
elämään [4]. Oppilaan arviointilomake on Elizabeth G. Cohenin teoksesta
Designing Groupwork [6, s. 183–184].
Opettajan muistilista [35, s. 380–382]:
1. Perehdy asiaan kunnolla.
2. Selvitä, mitä oppilaasi ajattelevat ryhmätyöskentelystä ja oppimisesta
esimerkiksi esseen avulla ja keskustele heidän kanssaan niissä ilmitul-
leista seikoista.
3. Valmenna oppilaasi olemaan ja oppimaan yhdessä. Kartoita, mitä tai-
toja pitäisi vielä erityisesti harjoittaa.
4. Luo luokalle yhteiset pelisäännöt. Neljä tai viisi on sopiva määrä (esi-
merkiksi ”Autetaan jokaista onnistumaan”).
5. Aloita pienillä ryhmillä ja yksinkertaisilla, mutta oppilaita kiinnosta-
villa tehtävillä. Etene hitaasti.
6. Varaa aina riittävästi aikaa orientaatioon ja reflektointiin. Työskentelyn
päättymisen merkkinä ei saa olla välitunnin alkaminen.
7. Varmista ensimmäisillä kerroilla positiivinen keskinäinen riippuvuus ja
vastuun ottaminen.
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8. Luota oppilaisiisi.
9. Kerro, mitä odotat oppilailtasi ja miten he onnistuivat.
10. Etsi asiasta innostunut kollega!
2.7.2 Opettajien yhteistyö
Ryhmätyön suunnittelussa ja toteutuksessa kollegan kanssa on useita etu-
ja. Samoin kuin oppilaatkin, voivat opettajat saavuttaa parempia tuloksia
tekemällä yhteistyötä sekä antaa toisilleen rehellistä ja rakentavaa palautet-
ta. Yhteisissä keskusteluissa opettajat voivat kertoa syntyneistä ongelmati-
lanteista ja pohtia eri vaihtoehtoja niiden ratkaisemiseksi. Opettajat voivat
myös vierailla toistensa luokissa ja antaa palautetta toteutetusta ryhmätyös-
tä. Vierailevalla opettajalla on myös mahdollisuus tarkkailla tiettyjä oppilai-
ta tai ryhmiä ja raportoida niiden toiminnasta luokan opettajalle. Tämä voi
auttaa opettajaa selvittämään ryhmissä esiintyviä ongelmakohtia sekä niiden
syitä. [6, s. 113–114].
Parhaimmassa tapauksessa opettajalla on käytössään apuopettaja, joka voi
olla paitsi toinen opettaja myös esimerkiksi koulunkäyntiavustaja. Tästä on
hyötyä erityisesti silloin, kun opettaja vasta harjoittelee yhteistoiminnalli-
suuden käyttämistä ja kun tehtävä sisältää monenlaisia työvaiheita tai se on
erittäin haasteellinen. Tällöin myös kollegan on omaksuttava yhteistoimin-
nallisen oppimisen periaatteet. Yhteistoiminnallisen ryhmätyön voi toteuttaa
myös yhdistämällä kaksi luokkaa. Oppilaiden ei välttämättä tarvitse olla sa-
maa ikäluokkaa, mutta silloin tehtävän on oltava sellainen, että vanhemmat
oppilaat voivat laajentaa ja kehittää sitä ja nuoremmat oppilaat selviytyvät
siitä vanhempien oppilaiden avustuksella. [6, s. 115].
2.8 Koulukulttuurin luonne
Koulun kulttuurin peruselementtejä ovat arvot, normit, roolit, uskomukset ja
perinteet. Jokainen yksilö tuo kouluyhteisöön mukanaan oman kokemuksensa
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ja ajatusmaailmansa vaikuttaen siten opetusryhmän toimintakulttuuriin. [32,
s. 37].
Käsitys koulun käytänteiden muuttamisesta on aikaisemmin perustunut us-
komukseen, että koulumaailmassa toivottuja muutoksia voidaan saavuttaa
yksittäisiä opettajia kouluttamalla. Käytäntö ja tutkimukset ovat osoitta-
neet, ettei näillä keinoilla voida saavuttaa pysyviä muutoksia. Yksittäisen
opettajan mahdollisuudet koulukäytänteiden muuttamiseen ovat vähäiset.
Opetusjärjestelyiden muutokset edellyttävät muutosta koko kouluorganisaa-
tion tasolla. Oppilaiden, muiden opettajien, rehtorin ja muiden opetukseen
yhteydessä olevien tahojen asenteet, arvot, normit, roolit, perinteet ja us-
komukset vastustavat muutosta usein monimutkaisilla tavoilla. Tärkeimpiä
muutokseen vaikuttavia tekijöitä ovatkin koulukulttuurin luonteen tiedosta-
minen ja opettajien välinen yhteistyö sekä opettajien käsitykset omasta työs-
tään, opettamisesta ja oppimisesta. Koulujohdon tuki on ensiarvoisen tärkeää
uudistusten onnistumiselle. [29, s. 2], [32, s. 37].
Yhteistoiminnallisen opiskelun onnistumisessa on ennen kaikkea kysymys jo-
kaisen oppilaan ja opettajan asenteiden, käsitysten ja uskomusten muutok-
sesta. Tämä edellyttää taitoa ja halua muuttua, kasvaa ja ottaa vastuuta
omasta ja toisten tekemisestä. Muutos ei tapahdu hetkessä. [30, s. 8].
Syitä ryhmätyöskentelyn vähäisyyteen kouluissa ovat pohtineet muun muassa
Sahlberg ja Leppilampi [32, s. 38–39]. Heidän mukaansa syynä voi ensinnäkin
olla vanhan ja uuden oppimiskulttuurin kohdatessa tapahtuva normikonflik-
ti. Muutosprosessit ovat aina hitaita ja monimutkaisia, ja muutokset tapah-
tuvat sekä onnistumisten että epäonnistumisten kautta. Joutuessaan uuteen
tilanteeseen itselleen vieraita opetusmenetelmiä soveltaessaan opettaja kokee
itsensä usein epävarmaksi. Esimiehen ja kollegoiden tuki on peruslähtökohta
onnistumiselle uusia menetelmiä toteutettaessa. [29, s. 2].
Muutosta saattaa hidastaa myös matematiikan yleinen arvostus oppiainee-
na, joka voi johtaa opettajien ja kirjantekijöiden pelkoon epäonnistumisesta,
jolloin tietoisesti vältetään riskialttiita opetusmenetelmäkokeiluja. Toiseksi,
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koska yhteistoiminnallisen oppimisen malli tuli Suomessa tunnetuksi vasta
1990-luvun alussa [33, s. 11], opettajilta saattaa yksinkertaisesti puuttua tie-
tämystä sen soveltamisesta matematiikan tunneille. Koska lukio-opiskelu on
tiivistahtista, aikaa uusiin kokeiluihin ei riitä. Kolmanneksi yleinen käsitys,
jonka mukaan matematiikan osaaminen on pääasiassa yksittäisten käsitteiden
tietämistä ja laskusääntöjen muistamista, ei edellytä monipuolisten opetus-
menetelmien käyttämistä. Laaja-alaisempaa matemaattista osaamista kuvaa-
vat kyvyt, kuten ongelmanratkaisutaito, matemaattinen ajattelu ja matema-
tiikan soveltaminen käytännön ongelmien ratkaisemiseen, eivät vielä kovin
vahvasti ole esillä opetussuunnitelmissa, opetuskäytännöissä ja oppikirjois-
sa. [31, s. 184].
2.9 Yhteistoiminnallisen oppimisen vaikutuksista mate-
matiikan oppimistuloksiin
2.9.1 Yleisiä tutkimustuloksia
Matematiikan oppimista ryhmätyöskentelyn avulla on tutkittu 1970-luvulta
lähtien [37, s. 51]. Suurin osa Yhdysvalloissa tehdyistä tutkimuksista on kos-
kenut peruskoulun alimpia luokkia. Nämä tutkimukset ovat osoittaneet, että
yhteistoiminnallisella oppimisella on merkittävä vaikutus oppilaiden matema-
tiikantaitoihin. Muutamissa ylemmille luokille kohdistuneissa tutkimuksissa
on saatu vastaavia tuloksia. Lisäksi on havaittu, että yhteistoiminnallisesti
opiskelleet oppilaat pärjäävät vertailuoppilaita paremmin myös kokeilujak-
son jälkeen tehdyissä testeissä. Vain harvat Yhdysvalloissa tehdyt tutkimuk-
set ovat kohdistuneet toisen asteen koulutukseen ja vielä harvemmat toisen
asteen matematiikan opiskeluun. [5, s. 42].
1990-luvulla tehdyt tutkimukset viittaavat siihen, että pienissä ryhmissä ta-
pahtuva opiskelu on erityisen vaikuttavaa matemaattisen ongelmanratkaisun
ja siinä tarvittavien taitojen kehittämisessä [31, s. 195], [34, s. 400]. Ryh-
missä tapahtuva selittäminen edistää käsitteenmuodostusta [6, s. 10]. Mui-
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ta ryhmässä tapahtuvan opiskelun positiivisia puolia ovat oppilaiden mah-
dollisuus ulkoistaa ajatteluaan ja sitä kautta edelleen kehittää ideoitaan ja
käsityksiään [9, s. 211]. Oppilaat ovat kertoneet pitävänsä siitä, että he saa-
vat ryhmältään välittömästi apua sen sijaan, että joutuisivat viittaamaan ja
odottamaan opettajan apua [5, s. 47]. Yhteistoiminnallisen oppimisen edut
tulevat parhaiten esille sellaisissa tehtävissä, jotka ovat käsitteellisiä, avoimia
ja luovuutta vaativia [32, s. 83].
Tehdyissä tutkimuksissa on selvitetty matematiikan osaamisen lisäksi yh-
teistoiminnallisen oppimisen vaikutuksia muun muassa oppilaiden itseluotta-
mukseen sekä asenteisiin matematiikkaa ja luokkatovereitaan kohtaan. Tut-
kimuksissa on todettu, että oppilaiden motivaatio ja mielenkiinto matema-
tiikkaan on kasvanut ja heidän asenteensa ovat parantuneet. Myös oppilai-
den luottamus omiin kykyihinsä ratkaista matemaattisia tehtäviä on lisään-
tynyt. [34, s. 398–399]. Lisäksi yhteistoiminnallisen oppimisen on todettu
edistävän oppimisstrategioiden kehittymistä ja tulosten määrätietoista ar-
vioimista [32, s. 68].
Yhtenä merkittävimpänä yhteistoiminnallisen oppimisen tutkimusten tulok-
sista voidaan pitää sitä, että yhteistoiminnallisten työmuotojen käyttämisen
on todettu parantavan oppimisvaikeuksista kärsivien oppimistuloksia, lisää-
vän heidän hyväksyntäänsä luokkatovereiden keskuudessa sekä parantavan
etnisten ryhmien välisiä suhteita [37, s. 51]. Monissa tutkimuksissa on todettu
myös luokan työrauhan parantuneen ja järjestysongelmien vähentyneen [13,
s. 46].
Tutkimuksista saatuja kielteisiä tuloksia ovat heikomman tason oppilaiden
passiivisuus ryhmätyön aikana, opetussuunnitelman sekä oppimateriaalien ja
yhteistoiminnallisten oppimismenetelmien yhteensovittamisen vaikeus sekä
ryhmätyöskentelytaitojen oppimiseen kuluvan ajan pituus [5, s. 43].
Yhteenvetona tutkimuksista voidaan todeta, että hitaasti edistyvät ja kes-
kitason oppilaat hyötyvät yhteistoiminnallisesta opiskelusta tiedollisesti eni-
ten. Lahjakkaat oppilaat hyötyvät eniten sosiaalisissa, vuorovaikutuksellisis-
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sa ja oman toiminnan arviointiin liittyvissä taidoissa. Tiedollisesti heidän on
todettu oppivan vähintään yhtä paljon kuin perinteisinkin opetusmenetel-
min. [32, s. 83].
2.9.2 Aiempia tutkimuksia yhteistoiminnallisen oppimisen hyö-
dyntämisestä matematiikan tunneilla
Vuonna 2003 toteutetussa tutkimuksessa [2] rakennettiin 0-2 -yhdys-
luokille yhteistoiminnallinen oppimisympäristö. Tutkimuksen tavoiteena oli
selvittää, toimiiko kokeilua varten rakennettu oppimisympäristö yhteistoi-
minnallisen oppimisen virittäjänä. Lisäksi tutkimus pyrki selvittämään, tu-
keeko yhteistoiminnallinen oppiminen vertaisoppimista ja miten sen vaikut-
taa ekspertti-noviisi -rooleihin. Tutkimus suoritettiin havainnoimalla oppilai-
ta työskentelyn ajan videoimalla ja tekemällä muistiinpanoja ja haastattele-
malla oppilaspareja sekä ennen tutkimusta että sen jälkeen.
Kokeilussa oli aiheena geometria ja se toteutettiin muodostamalla työpistei-
tä. Työpisteiden tehtävät koottiin muun muassa oppikirjoista ja tutkijoiden
laatimista oppimispeleistä ja ne pyrittiin tekemään mahdollisimman toimin-
nallisiksi. Oppilaat työskentelivät pysyvissä tyttö-poika -pareissa, joiden jäse-
net olivat eri luokka-asteilta. Luokalla oli viisi tyttöä, joista kolme oli toisella
luokalla, yksi ensimmäisellä luokalla ja yksi esikoulussa, sekä viisi poikaa, jois-
ta kaksi oli toisella luokalla, kaksi ensimmäisellä luokalla ja yksi esikoulussa.
Kokeilu kesti viisi koulupäivää.
Tulokset. Tutkimuksessa havaittiin, että parityöskentely ja yhteistoiminnal-
lisuuteen kannustavat tehtävät edesauttavat luontaisen yhteistoiminnallisen
oppimisen syntymistä. Ekspertti-noviisi -tilanteita esiintyi tehtävien alku-
ja keskivaiheessa, mutta loppuvaiheessa noviisit olivat kohonneet ekspertin
tuella heidän kanssaan tasavertaiseen asemaan. Tutkimuksen alussa roolija-
ko ekspertteihin ja noviiseihin jakautui selvästi oppilaiden ikätason mukaan,
mutta projektin puolessa välissä roolit alkoivat tasaantua tai jopa vaihtua.
Tutkimuksessa selvisi myös, että oppilaiden ongelmanratkaisukyky kehittyi ja
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heidän uskonsa omiin kykyihinsä vahvistui. Asenteet matematiikkaa kohtaan
säilyivät ennallaan.
Vuonna 2002 valmistuneessa tutkimuksessa [18] sovellettiin yhteistoi-
minnallista opetusmenetelmää suomalaisen toisen asteen oppilaitoksen mate-
matiikan kurssilla, jonka sisältönä olivat geometria, trigonometria ja talous-
matematiikka. Opiskelijoita luokalla oli yhteensä 22: 11 miestä ja 11 naista.
Ikäjakauma oli 16 vuodesta 42 vuoteen. Suurin osa oppilasta oli suoraan
peruskoulusta tulleita. Opettaja havainnoi itseään kriittisesti tutkimuksen
aikana ja pyysi oppilailta kirjallisen palautteen.
Luokka jaettiin oppimistyylien mukaan pienryhmiksi, joissa oppilaat opiskeli-
vat opettajan antaman materiaalin pohjalta keskustellen ja toisiaan neuvoen.
Yhteistoiminnallinen oppiminen oli käsitteenä kaikille oppilaille uusi, ja kurs-
sin opettaja kokeili menetelmää ensimmäistä kertaa. Alkuvaiheessa ryhmien
jäsenet jatkoivat itsenäistä opiskelua ja opettaja joutui ohjaamaan jokaista
ryhmää keskutelevan ongelmanratkaisun suuntaan. Vähitellen ryhmät oppi-
vat keskustelemaan ja neuvottelemaan keskenään, jolloin opettajan antaman
ohjauksen tarve väheni.
Tulokset. Opettajan mielestä kurssin suunnitteleminen oli erittäin työläs-
tä, sillä materiaalin, tehtävien ja tuntien rakenteen suunnittelu vei aikaa.
Hän koki oppilaiden ohjaamisen vaikeaksi. Erityisen haasteellista oli keski-
näisen riippuvuuden luominen perinteiseen ryhmätyöhön tottuneiden oppi-
laiden välille. Myös oppilaiden välisen hierarkiamuodostelman muuttaminen
tuotti ongelmia. Opetuskokeilun jälkeen hän kuitenkin koki yhteistoiminnal-
lisen opettamismenetelmän itselleen sopivaksi ja piti sitä mielekkäänä tapana
opettaa matematiikkaa.
Oppilaiden kirjoittaman palautteen perusteella he olivat kokeneet luokan il-
mapiirin hyväksi ja osa mainitsi oman asenteensa matematiikkaa kohtaan
muuttuneen myönteisemmäksi. Oppilaat kirjoittivat, että omien ideoiden ker-
tominen oli pienessä ryhmässä helpompaa verratuna luokkakeskusteluun.
Vuonna 1997 tehdyssä tutkimuksessa [5] selvitettiin yhteistoiminnalli-
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sen oppimisen vaikutuksia yhdysvaltalaisten lukio-opiskelijoiden matematii-
kantaitoihin sekä heidän asenteisiinsa matematiikkaa kohtaan. Tutkimukses-
sa käytettiin muokattua STAD-menetelmää.
Tutkimukseen osallistui 31 oppilasta vuosiluokilta 11 ja 12. Tutkimusryhmäs-
sä opiskeli 15 oppilasta, joista 10 oli poikia. Verailuryhmässä oli kahdeksan
tyttöä ja kahdeksan poikaa. Tutkimus kesti kuusi viikkoa, jonka aikana tut-
kimusryhmässä käytettiin STAD-menetelmää ja vertailuryhmä opiskeli itse-
näisesti. Tutkimusryhmä jaettiin viiden hengen ryhmiin siten, että jokaisessa
ryhmässä oli yksi ylimmän neljänneksen oppilas, yksi alimman neljänneksen
oppilas sekä kolme keskitason oppilasta.
Tutkimuksen aikana oppilailla teetettiin kolme testiä, jotka sisälsivät las-
kuja polynomifuktioista ja -epäyhtälöistä, lineaarisesta optimoinnista sekä
eksponentti- ja logaritmifunktioista. Kussakin testissä oli 10 avointa kysy-
mystä, joihin vastaaminen vaati laskemista, piirtämistä sekä selittämistä. Li-
säksi tutkimusryhmälle tehtiin kysely, jossa kysyttiin mistä oppilaat pitivät
ja mistä eivät pitäneet yhteistoiminnallisessa oppimisessa, mitkä asiat tun-
tuivat helpommilta opiskella ryhmässä ja mitkä asiat tuntuivat helpoimmilta
opiskella itsenäisesti sekä mitä asioita he muuttaisivat yhteistoiminnallisissa
ryhmissä.
Tulokset. Tutkimustulokset tukivat aiempia, alemmille luokille tehtyjen tut-
kimusten tuloksia: yhteistoiminnallinen oppiminen paransi selvästi oppimis-
tuloksia. Tutkimuksessa havaittiin, että yhteistoiminnallisen oppimisen so-
veltaminen vie aikaa, ennen kuin se alkaa tuottaa tuloksia. Opettajilta siis
vaaditaan kärsivällisyyttä. Osalle ryhmistä saattaa toimivan ryhmän muo-
dostaminen viedä aikaa. Sekä tutkimusryhmässä että vertailuryhmässä ha-
vaittiin testin tulosten laskevan, mitä enemmän opetuksesta on aikaa, mutta
tutkimusryhmällä pistemäärät alenivat vain vähän vertailuryhmään verrat-
tuna. Tutkimus osoitti, että yhteistoiminnallinen oppiminen voi olla tehokas
tapa opettaa matematiikkaa myös lukiossa.
Suurin osa oppilaista kertoi pitäneensä ryhmätyöskentelystä sekä siitä, että
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he saivat tukea toisilta oppilailta. Jotkut oppilaista kertoivat, että vaikeiden
ongelmien pohtiminen ryhmässä oli helpompaa kuin yksin, mutta pelkkää
muistamista vaativat tehtävät taas oli helpompi tehdä itsenäisesti. Ainoa
asia, jonka oppilaat haluaisivat ryhmätyöskentelyssä muuttaa, oli ryhmien
pysyvä kokoonpano. Oppilaat ehdottivat, että ryhmien jäseniä tulisi kierrät-
tää aika-ajoin.
Vuonna 1994-1995 tehdyssä suomalaisessa tutkimuksessa [26] selvi-
tettiin yhteistoiminnallisten työtapojen soveltuvuutta yläasteen matematii-
kan opiskeluun sekä sitä, onko ryhmän muodostamisella vaikutusta työn on-
nistumiseen, parantaako yhteistoiminnallisten ryhmien käyttö työskentelyil-
mapiiriä tai viihtymistä ja millaisia oppimistuloksia niillä voidaan saavuttaa.
Tutkimusryhmän kahdeksasluokkalaisia (n = 15) opetettiin yhteistoiminnal-
lisin menetelmin ja rinnakkaisluokalla (n = 14) käytettiin perinteistä luok-
kaopetusta ja yksinharjoittelua.
Tutkimusryhmässä oppilaat jaettiin pienryhmiin, joista tarkkailtiin hetero-
geenisinta ja homogeenisinta ryhmää. Yhteistoiminnallisia työtapoja käytet-
tiin vain osalla tunneista. Tällöin oppilaat opiskelivat pareittain tai pienis-
sä ryhmissä, tekivät pieniä projekteja tai pelasivat oppimispelejä. Oppimis-
tuloksia selvitettiin luokille tehtyjen kokeiden perusteella ja asenteita sekä
tutkimuksen alussa että lopussa tehtyjen asennetestien perusteella. Lisäksi
tarkasteltiin koulun rangaistustilastoja.
Tulokset. Heterogeenisin ryhmä osoittautui kommunikoinniltaan, tuloksil-
taan ja työteholtaan homogeenisia ryhmiä innokkaammaksi. Tutkimusryh-
män asenteissa ei havaittu merkittäviä muutoksia. Oppimistulokset olivat
sekä tutkimusryhmällä että vertailuryhmällä samat. Positiivisena tuloksena
havaittiin tutkimusryhmän yleisen käyttäytymisen parantuminen sekä jälki-
istuntorangaistuksien määrän väheneminen.
Vuonna 1986 tehdyssä tutkimuksessa [36] vertailtiin kahta yhdysvalta-
laista lukioluokkaa. Toisessa luokassa painotettiin itsenäistä opiskelua ja toi-
sessa käytettiin yhteistoiminnallisia työmuotoja. Opetuksen aiheena olivat
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prosenttilaskut. Oppilaat olivat pääsääntöisesti heikomman tason oppilai-
ta. Tutkimusryhmässä käytettiin muokattua STAD-menetelmää sekä TGT-
menetelmää (Teams Games and Tournaments). TGT-menetelmässä ryhmät
jaetaan samoin kuin STAD-menetelmässä. Ryhmien ideana on valmentaa
omat jäsenensä selviytymään seuraavan tunnin oppimispelistä harjoittele-
malla ja kertaamalla annettua aihetta. Oppimispeliturnauksia järjestetään
viikoittain ja kuhunkin peliin valitaan ryhmistä kolme tasoltaa samanlais-
ta oppilasta. Oppilaat keräävät pisteitä ryhmälleen menestymällä pelissä, ja
yhteenlasketut pisteet määräävät turnauksen voittaneen ryhmän.
Tutkimusryhmässä (n = 20) oppilaat jaettiin viiteen neljän hengen ryhmään
ja heitä opetettiin 25 päivän aikana enimmäkseen STAD-menetelmällä ja
kerran TGT-menetelmällä. Vertailuryhmässä (n = 18) oppilaat opiskelivat
opettajan johdolla, laskemalla itsenäisesti tunnilla kirjan tehtäviä sekä teke-
mällä kotitehtäviä. Kummallekin ryhmälle teetettiin sama 30-kohtainen testi
ennen opetuksen alkua sekä sen jälkeen. Alkutestissä selvisi, että kummatkin
ryhmät ovat lähtötasoltaan samankaltaisia.
Tulokset. Tutkimuksen tulokset tukevat aiemmista tutkimuksista saatuja
tuloksia. Kummankin luokan oppilaat saivat lopputestissä huomattavasti pa-
remmat pisteet kuin alkutestissä. Yhteistoiminnallisesti opetetun luokan op-
pilaat pärjäsivät kuitenkin opetuksen jälkeisessä testissä selvästi vertailuluok-
kaa paremmin.
2.10 Oppilaiden välisen vuorovaikutuksen hyödyntämi-
nen lukion matematiikan opiskelussa
Proseminaaritutkielman [14] (2005) tarkoituksena oli selvittää lukion mate-
matiikan oppituntien vuorovaikutteisuutta sekä sitä, millä tavoin mahdolli-
set ryhmätyöt on järjestetty ja mitkä tekijät ovat vaikuttaneet siihen, ettei
kouluissa käytetä nykyistä enempää ryhmätyöskentelyä. Tässä luvussa esi-
tellään lyhyesti saatuja tuloksia. Tutkimusongelmat sekä lyhyt yhteenveto
tutkimuksen toteutuksesta löytyvät liitteestä B.
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Pääsääntöisesti lukion matematiikan oppitunneilla opiskellaan edelleen opet-
tajajohtoisesti. Yleisimmin opettaja opettaa taululla, ja hyvin usein koko
luokka osallistuu opetukseen opetuskeskustelun kautta. On kuitenkin mah-
dotonta sanoa, kuinka moni oppilas todella osallistuu keskusteluun. Oppi-
laiden välistä ohjattua vuorovaikutusta hyödynnetään selkeästi vähemmän
kuin muita opiskelumuotoja, mutta yleensä oppilaat ohjautuvat itsenäisesti
laskemaan tehtäviä pareittain tai pienissä ryhmissä.
Matematiikan ryhmätyöskentelyssä yleisimmin käytetty ryhmäkoko on kaksi
oppilasta. Tulos vastaa aikaisemmissa tutkimuksissa parhaaksi koettua ryh-
mäkokoa. Ryhmät muodostuvat lähes aina oppilaiden aloitteesta, mikä ai-
kaisempien tutkimustulosten mukaan saattaa johtaa homogeenisiin ryhmiin
ja sosiaalisiin ongelmiin. Näin muodostuneet ryhmät eivät siis välttämättä
toimi parhaalla mahdollisella tavalla.
Ryhmissä laskettavat tehtävät ovat yleisimmin oppikirjan tehtäviä ja san-
gen usein perustehtäviä. Harvinaisempia tehtävätyyppejä ovat avoimet teh-
tävät ja arkipäivän ongelmatehtävät. Aiemmissa tutkimuksissa on todettu,
että ryhmätyöskentely tuottaa parhaita tuloksia nimenomaan ongelmanrat-
kaisutilanteissa. Kouluissa toteutuvat ryhmätyöskentelytilanteet eivät tehtä-
vän valinnaltaan siis välttämättä ole täysin tarkoituksenmukaisia. Syy pe-
rustehtävien käyttöön johtunee opettajien halusta ja tarpeesta harjoituttaa
laskurutiinia ja perustapausten hallintaa. Aikapula ja tiivistahtinen etene-
minen johtavat helposti siihen, ettei oppitunneilla ole aikaa syvällisempään
pohdintaan. Ongelmallisempia ja syvempää ymmärrystä kehittäviä tehtäviä
ei ehkä koeta mielekkäiksi tutkia, jos asioiden perusteetkaan eivät ole hal-
linnassa. Myös se, ettei ryhmätyöskentelyyn sopivaa materiaalia ole yleisesti
saatavilla ja sen valmisteleminen koetaan kohtuuttomasti aikaa vieväksi, lie-
nevät merkittäviä syitä perustehtävien käyttämiseen myös ryhmätyöskente-
lytilanteessa.
Ryhmässä jäsenten välisen positiivisen keskinäisen riippuvuuden luominen
ei ole kovin määrätietoista. Yleisimmin riippuvuutta luodaan palkitsemalla
yksittäistä oppilasta ottamalla onnistunut ryhmätyöskentely huomioon kurs-
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siarvosanassa tai sallimalla ryhmälle vain yksi materiaali. Ryhmätöissä py-
ritään varmistamaan se, että jokainen oppilas osallistuu ryhmän työskente-
lyyn ja ottaa vastuuta tehtävänannon toteuttamisesta. Yksilönvastuuta vah-
vistetaan yleisimmin edellyttämällä, että jokaisen oppilaan tulee olla valmis
edustamaan ryhmää ja tekemään selkoa sen toiminnasta. Aikaisempien tut-
kimustulosten perusteella positiivista keskinäistä riippuvuutta tulisi pyrkiä
luomaan päämäärätietoisemmin ryhmän jäsenten välille, jotta ryhmätyösken-
telyllä saavutettaisiin hyviä oppimistuloksia jokaisen oppilaan kohdalla. Joh-
topäätöksenä voidaankin arvella, että käytännössä lukiossa toteutuva ryhmä-
työskentely on näennäisestä yhteistyöstä huolimatta varsin yksilökeskeistä.
Ryhmä saa opettajalta palautetta yleensä koko työskentelyn ajan. Usein ryh-
mätyöskentelylle asetetaan tavoitteeksi vuorovaikutustaitojen harjoittelemi-
nen mutta ei voida päätellä, miten tietoisena ja tavoitteellisena niiden har-
joitteleminen toteutuu. Ryhmän itsearviointi on harvinaista. Ryhmätyösken-
telylle on usein asetettu selkeä tavoite, josta on sovittu oppilaiden kanssa sekä
aikarajat. Opettaja on suunnitellut ryhmätyön toteutuksen etukäteen ja ana-
lysoi myös omaa toimintaansa. Merkittävinä voidaan pitää opettajan toimin-
nasta saatuja tuloksia, joiden mukaan opettaja osallistuu aktiivisesti ryhmien
työskentelyyn pyrkien kannustamaan ja tukemaan sekä auttamaan mahdol-
lisissa ongelmatilanteissa. Johtopäätöksenä todetaan, että ryhmätyöskentely
on usein suunnitelmallista ja tavoitteellista ja opettaja osallistuu ryhmien
toimintaan aktiivisesti.
Ryhmätyöskentelyn onnistumisella voi vaikuttaa suotuisasti kurssiarvosanaan
mutta ei voida päätellä, miten systemaattisena arviointi toteutetaan. Herää-
kin epäilys, että ryhmätyöstä annettu arvosana saattaisi perustua opettajien
muistivaraiseen tietoon ja ryhmätyön aikana tehtyihin osittain tiedostamat-
tomiin havaintoihin. Koska ryhmätyöskentelyä ei kuitenkaan arvostella siten,
että arvosana vaikuttaisi jokaisen ryhmäläisen henkilökohtaiseen arviointiin,
on vaikeaa arvioida, miten hyvin oppilaat sitoutuvat ryhmän toimintaan ja
kuinka hyvin asetetut tavoitteet saavutetaan.
Opettajat pyrkivät vain harvoin tekemään keskenään yhteistyötä ryhmä-
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töiden suunnittelussa. Toisaalta tuen puutetta tai kouluyhteisön yleistä il-
mapiiriä ei pidetty esteenä ryhmätyöskentelyn toteuttamiselle. Merkittävä-
nä ryhmätyöskentelyä rajoittavana tekijänä pidettiin oppilaiden vanhoilli-
sia asenteita matematiikan opiskeluun. Suurimmaksi rajoittavaksi tekijäksi
nousi ajan puute. Vaikka ryhmätyöskentelyn soveltumattomuutta tai yliop-
pilaskirjoitusten asettamia paineita ei pidettykään merkityksellisinä, lienevät
opetussuunnitelmassa määriteltyjen matematiikan sisältöjen laatu ja mää-
rä yksi ajan puutteeseen liittyvä ryhmätyöskentelyä merkittävästi rajoittava
tekijä.
Avointen kysymysten vastauksissa tuli esille, että eräät opettajat käyttävät
ryhmätyöskentelyä erityisesti syventävillä ja soveltavilla kursseilla. Tämä lie-
nee tulkittavissa siten, että opetussuunnitelman pakollisille kursseille asetta-
mat tavoitteet ja sisällöt koetaan jossakin määrin työtapojen vaihtelevuutta
rajoittavana tekijänä. Matematiikan opetukseen varatun ajan vähyys estänee
opettajia ottamasta riskejä ja yrittämästä muuttaa perinteistä luokkahuone-
työskentelyä oppilasaktiivisempaan ja vuorovaikutteisempaan suuntaan. Kol-
manneksi ryhmätyöskentelyä rajoittavaksi tekijäksi nousivat oppikirjat ja nii-
den itsenäiseen työskentelyyn ohjaava luonne. Merkittävää kuitenkin on, että
vaikkei oppikirjoja pidetä ryhmätyöskentelyyn parhaalla mahdollisella tavalla
sopivina, opettajat käyttävät ryhmätyöskentelyssä lähes poikkeuksetta niissä
olevia tehtäviä sellaisenaan.
3 Merkintöjä
Pro gradu -tutkielmassa käytetyt merkinnät [8, s. 1]:
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R reaalilukujoukko
R+ positiivisten reaalilukujen joukko





A =⇒ B implikaatio
Korollaari Seurauslause
4 Klassisen algebran historiaa
4.1 Yleistä
Sana algebra johtuu arabiankielisestä sanasta al-jabr, joka esiintyi 800-luvulla
persialaisen matemaatikon Mohammed Al-Khowarizmin (noin 780-850 jKr.)
kirjoittamassa kirjassa. Se käsitteli polynomiyhtälöiden ratkaisemista, ja täs-
tä syystä algebra-sana liittettiin erityisesti yhtälöihin. [24, s. 152].
Algebra voidaan jakaa historiansa mukaan kolmeen vaiheeseen: klassinen,
moderni ja abstrakti. Klassinen algebra tarkoittaa yhtälöiden teoriaa, jos-
sa käytetään reaali- ja kompleksilukujen merkintään symboleja. Modernilla
algebralla tarkoitetaan myöhempää kehitysvaihetta, jossa symbolien ei enää
tarvitse olla lukuja. Abstrakti algebra käsittelee aksioomein määriteltyjä al-
gebrallisia systeemejä, joissa käsiteltäville symboleille ei anneta erityistä mer-
kitystä. [24, s. 152]. Ennen 1800-lukua oli algebra jäänyt tutkimuksissa taka-
alalle. 1900-luvun alkaessa se oli kuitenkin kehittynyt paljon ja algebran kä-
sitteistö oli jo vakiinnuttanut asemansa. [16, s. 5].
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4.2 Klassinen algebra
Egyptiläinen Rhindin papyruksena tunnettu noin vuonna 1650 eKr. laadittu
matemaattinen teksti sisältää muun muassa joukon tehtäviä, jotka voidaan
tulkita muotoa x + ax = b oleviksi ensimmäisen asteen yhtälöiksi. Tunte-
matonta merkittiin termillä ”aha”, joka tarkoittaa ’kasaa’ tai ’kokonaisuut-
ta’. [20, s. 6–7].
Esimerkki 4.1. [3, s. 63] ”Aha, se kokonaan, sen seitsemäs osa, tekee kaik-




Ensimmäisen asteen yhtälön ratkaisu löydettiin algebrallisten menetelmien
sijaan arvaamalla tuntematon suuruus ja laskemalla tätä arvausta vastaa-
va yhtälön vasen puoli, minkä jälkeen arvausta korjattiin tunnetun oikean
puolen avulla. Tätä menetelmää on myöhemmin alettu kutsua nimellä posi-
tio falsi eli väärä sijoitus. Toisen tai korkeamman asteen yhtälöihin johtavia
tehtäviä ei papyruksessa mainita. [20, s. 7].
Kreikkalaiset olivat ensimmäisiä, jotka ratkaisivat ongelmiaan algebrallises-
ti ensimmäisen, toisen ja kolmannen asteen yhtälöillä [3, s. 66]. Algebran
isäksikin kutsutun Diofantoksen (noin 250 jKr.) pääteos Arithmetika sisäl-
tää kattavan joukon yhden tai useamman tuntemattoman polynomiyhtälöik-
si tai yhtälöryhmiksi tunnistettavia probleemoja. Nämä yhtälöt tunnetaan
nykyäänkin Diofantoksen yhtälöinä. Niiden avulla tutkitaan erilaisten koko-
nailukujoukkojen, kuten parittomien, parillisten, alku- ja neliölukujen, välisiä
riippuvuuksia sekä luodaan perussääntöjä, joita kokonaisluvut noudattavat.
Diofantos hyväksyi vain rationaaliset juuret ja aina vain yhden juuren. [3, s.
66], [20, s. 27–28].
Diofantos on ensimmäinen kirjoittaja, jonka teksteissä esiintyy algebrallisen
symbolismin alkeita [20, s. 27].
Esimerkki 4.2. [20, s. 27] Merkintä KΥβζ
∧
∆ΥγM◦µδ tarkoittaa poly-
nomia 2x3+5x−3x2−44. Merkintä ei täysin vastaa alkuperäisessä tekstissä
esitettyä muotoa.
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Algebran symbolismi oli René Descartesin (1596-1650) teoksessa La Géomét-
rie (1637) ensi kertaa lähes sama kuin nykyisin käytössä oleva [20, s. 53].
Descartes käytti ensimmäisenä a-, b- ja c-kirjaimia tunnettujen suureiden
asemesta. Aakkosten loppupään kirjaimia hän käytti merkitäkseen tuntemat-
tomia suureita. Hän käytti myös merkintää a2 merkinnän aa sijasta, samoin
kuin merkintöjä a3, a4, ..., an. [3, s. 65]. Sen sijaan Descartes käytti merkintää√
Ca merkinnän 3
√
a sijasta [20, s. 53]. Ennen algebrallisen merkitsemistavan
kehittymistä, yhtälöiden asteluvun mukaista luokittelua ja yleisiä ratkaisuja-
kaavoja vaati jokainen ongelma erillisen ratkaisun [3, s. 66].
Vuonna 825 Al-Khowarizmi kirjoitti ensimmäisen selkeän algebran oppikir-
jan. Kirjan nimi oli Al-jabr w’al-muqabalah, joka tarkoittaa taitoa yhdistää
tuntemattomia lukuja niin, että tulos on yhtä suuri kuin tunnettu luku. Teok-
sen pääsisältönä on toisen asteen yhtälön ratkaiseminen sekä algebrallisesti
että geometrisesti [20, s. 34]. Tärkein ongelma, jonka Al-Khowarizmi jät-
ti ratkaisematta, oli negatiivisten lukujen tulkitseminen. Hän hyväksyi vain
yhtälön positiiviset juuret. Tiettävästi intialaiset, esimerkiksi Brahmagupta
(noin 625 jKr.), olivat ensimmäisiä, jotka ymmärsivät muun muassa sen, että
toisen asteen yhtälöllä voi olla positiivisen juuren ohella myös negatiivinen
juuri. [3, s. 67], [20, s. 32].
Geronimo Gardano (1501-1576) julkaisi vuonna 1545 teoksen Ars Magna, jo-
ka sisälsi kolmannen ja neljännen asteen yhtälöiden algebralliset ratkaisut.
Esitellyt kaavat eivät kuitenkaan ole kovin hyödyllisiä; niiden arvo perustuu-
kin siihen, että ne saivat matemaatikot huomaamaan uutta löydettävää vielä
olevan myös algebrassa. [20, s. 43–44].
Aina 1800-luvulle asti ymmärrettiin algebran tutkimuskohteeksi polynomiyh-
tälöiden P (x) = 0 ratkaiseminen ja ratkaisujen ominaisuuksien tutkimi-
nen [20, s. 102]. Vuonna 1801 ilmestynyt Carl Friedrich Gaussin (1777-
1855) lukuteoriaa käsittelevä teos Disquisitiones arithmeticae toimi pitkään
algebran käsikirjana ja ideoiden lähteenä [16, s. 6]. Gaussilta on myös peräi-
sin ensimmäinen tyydyttävä algebran peruslauseen todistus. Gaussin tutki-
muksia jatkoi Niels Henrik Abel (1802-1829), joka 19 vuoden ikäisenä todisti
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satoja vuosia avoimena olleen ongelman: viidennen asteen yhtälöllä
ax5 + bx4 + cx3 + dx2 + ex+ f = 0,
missä a, b, c, d, e, f ∈ N ja x ∈ R ei ole yleistä algebrallista ratkaisukaavaa,
jossa esiintyisi vain yhteen-, vähennys-, kerto- ja jakolaskua sekä juurenot-
toa. [20, s. 84; 90]. Lopullisen muodon algebrallisen yhtälön algebrallisen
ratkeavuuden teorialle antoi Evariste Galois (1811-1832) [24, s. 158].
1800-luvulla algebran tutkimuskohteiksi hyväksyttiin myös sellaisia järjes-
telmiä, jotka käsittivät muita kuin määrättyjä luonnollisia tai reaalilukuja.
Lisäksi negatiiviset ja imaginaariset suureet tarjosivat uuden tutkimuskoh-
teen. [20, s. 103]. Lisää algebran historiaa löytyy muun muassa V. S. Vara-
darajanin teoksesta Algebra in Acient and Modern Times [38].
5 Polynomifunktiot
Luvussa esitellään lukion pitkän matematiikan Polynomifunktiot-kurssiin liit-
tyvät matemaattiset käsitteet.
5.1 Lukion pitkän matematiikan Polynomifunktiot
-kurssi
Polynomifunktiot-kurssi on lukion pitkän matematiikan toinen kurssi ja sen
esitietovaatimuksina voidaan pitää yläkoulun matematiikkaa sekä ensimmäi-
sen kurssin, Funktiot ja yhtälöt, tietoja. Funktiot ja yhtälöt -kurssin keskeisi-
nä sisältöinä ovat potenssifunktiot, potenssiyhtälön ratkaiseminen, juuret ja
murtopotenssi sekä eksponenttifunktio [39, s. 119]. Polynomifunktiot-kurssin
keskeisinä sisältöinä ovat polynomien tulo ja binomikaavat, polynomifunktio,
toisen ja korkeamman asteen polynomiyhtälöt, toisen asteen yhtälön juurten
lukumäärän tutkiminen, toisen asteen polynomin jakaminen tekijöihin ja po-
lynomiepäyhtälön ratkaiseminen [39, s. 119].
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5.2 Reaaliluvuista
Aluksi määritellään kunta-aksioomat, jotka muodostavat perustan polyno-
milaskennalle [8, s. 4].
Määritelmä 5.1. Oletetaan, että on olemassa epätyhjä joukko alkioita, joita
sanotaan reaaliluvuiksi ja jota merkitään R. Reaaliluvut toteuttavat seuraa-
vassa esitellyt aksioomat silloin, kun joukkoon R on määritelty järjestysre-
laatio sekä yhteen- ja kertolasku.
1. Yhteenlasku.
Jokaista paria x, y ∈ R kohti on annettu yksikäsitteisesti kolmas luku, jota
merkitään x+ y ja jolle pätee x+ y ∈ R.
2. Kertolasku.
Jokaista paria x, y ∈ R kohti on annettu yksikäsitteisesti kolmas luku, jota
merkitään x · y tai xy ja jolle pätee xy ∈ R.
3. Järjestysrelaatio. [24, s. 49]
Relaatiota 6 joukossa A sanotaan joukon A osittaiseksi järjestykseksi, jos se
täyttää seuraavat ehdot:
1. ∀a ∈ A : a 6 a (refleksiivisyys),
2. jos a, b ∈ A ja a 6 b ja b 6 a, niin a = b (antisymmetrisyys),
3. jos a, b, c ∈ A ja a 6 b ja b 6 c, niin a 6 c (transitiivisuus).
Jos lisäksi pätee
4. ∀a, b ∈ A : a 6 b tai b 6 a (vertailtavuus),
relaatiota 6 sanotaan täydelliseksi järjestykseksi tai lyhyesti järjestykseksi.
Aksiooma 5.2. (Vaihdantalaki). Olkoot x, y ∈ R. Tällöin
x+ y = y + x.
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Aksiooma 5.3. (Liitäntälaki). Olkoot x, y, z ∈ R. Tällöin
x+ (y + z) = (x+ y) + z.
Aksiooma 5.4. (Nolla-alkio, neutraalialkio). On olemassa nolla-alkio 0 ∈ R,
jolla
x+ 0 = x jokaisella x ∈ R.
Aksiooma 5.5. (Vasta-alkio). Olkoon x ∈ R. Tällöin on olemassa y ∈ R,
jolla
x+ y = 0.
Merkitään y = −x ja x− y = x+ (−y).
Aksiooma 5.6. (Vaihdantalaki) Olkoot x, y ∈ R. Tällöin
xy = yx.
Aksiooma 5.7. (Liitäntälaki) Olkoot x, y, z ∈ R. Tällöin
(xy)z = x(yz).
Aksiooma 5.8. (Osittelulaki). Olkoot x, y, z ∈ R. Tällöin
x(y + z) = xy + xz ja (x+ y)z = xz + yz.
Aksiooma 5.9. (Ykkösalkio). On olemassa ykkösalkio 1 ∈ R, jolla 1 6= 0 ja
1 · x = x
jokaisella x ∈ R.
Aksiooma 5.10. (Käänteisalkio). Olkoon x ∈ R ja x 6= 0. Tällöin on ole-
massa y ∈ R, jolla
x · y = 1.
Merkitään y = x−1 tai y = 1
x
tai y = 1/x. Merkitään x
y
= x/y = x · y−1.
Seuraavaksi asetetaan järjestysaksioomat [8, s. 4].
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Aksiooma 5.11. Jos x ∈ R ja y ∈ R, niin ehdoista x < y, x = y, x > y on
täsmälleen yksi voimassa.
Aksiooma 5.12. Olkoot x, y ∈ R. Tällöin
x < y < z =⇒ x < z.
Aksiooma 5.13. Olkoot x, y ∈ R. Tällöin
x < y =⇒ x+ z < y + z.
Aksiooma 5.14. Olkoot x, y ∈ R. Tällöin
x > 0 ja y > 0 =⇒ xy > 0.
Merkitään
x ≤ y, jos x < y tai x = y, ja
x ≥ y, jos x > y tai x = y.
5.3 Kuvaus
Seuraavaksi määritellään kuvaus. Matematiikan termit funktio ja kuvaus ovat
synonyymejä. Algebrassa käytetään tavallisimmin kuvaus-termiä. [24, s. 20].
Määritelmä 5.15. [8, s. 2] Joukko A on joukon B osajoukko eli joukko A
sisältyy joukkoon B, jos kaikilla joukon A alkioilla x pätee, että
x ∈ A =⇒ x ∈ B.
Merkitään A ⊆ B. Jos lisäksi pätee A 6= B, puhutaan aidosta osajoukkosta.
Merkitään A ⊂ B.
Määritelmä 5.16. [8, s. 15] Olkoot A ja B epätyhjiä reaalilukujoukon R
joukkoja. Jos jokaista alkiota (pistettä) x ∈ A vastaa yksi ja vain yksi jou-
kon B alkio y, sanotaan, että on määritelty funktio eli kuvaus f joukolta A
joukkoon B. Merkitään f : A→ B.
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Kuvaus f : A→ B on siis sääntö tai vastaavuus, joka liittää jokaiseen joukon
A alkioon x täysin määrätyn joukon B alkion y.
Alkiota y sanotaan alkion x kuvaksi ja sitä merkitään symbolilla f(x).
Joukko A on kuvauksen lähtöjoukko (määrittelyjoukko). Joukko B on ku-
vauksen maalijoukko.
Joukko
f(A) = {f(x) : x ∈ A} = {y ∈ B : ∃ x ∈ A siten, että f(x) = y}
on joukon A kuva kuvauksessa f tai funktion f arvojoukko.
Jos B1 ⊂ B, on
f−1(B1) = {x ∈ A : f(x) ∈ B1}
joukon B1 alkukuva.
Joukko
{(x1, f(x1)) ∈ A×B}
on funktion f graafi eli kuvaaja.
Määritelmä 5.17. [8, s. 15], [24, s. 21] Kuvaus f : A→ B on surjektio (eli
surjektiivinen), jos f(A) = B. Kuvaus on siis surjektio, jos jokainen joukon
B alkio on jonkin joukon A alkion kuva. Toisin sanoen, f on surjektio, jos
jokaisella y ∈ B on olemassa x ∈ A, jolla f(x) = y. Tällöin sanotaan, että f




Kuvaus f : A→ B on injektio (eli injektiivinen), jos
f(x1) = f(x2) vain kun x1 = x2,
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missä x1, x2 ∈ A. Toisin sanoen,
f(x1) = f(x2) =⇒ x1 = x2.




Kuvaus f : A→ B on bijektio (eli bijektiivinen) eli kääntäen yksikäsitteinen,
jos se on sekä surjektio että injektio. Silloin jokaisella joukon B alkiolla y on




Esimerkki 5.18. [8, s. 16]
1.) Funktio f : R→ R+, f(x) = x2, on surjektio, sillä
f(R) = f(R+) = {x| x ≥ 0},
mutta f ei ole injektio, sillä esimerkiksi f(1) = f(−1) = 1.
2.) Funktio g : R → R, g(x) = 5x on bijektio. Funktio g on surjektio, koska
jokainen y ∈ R on alkion y
5
∈ R kuva. Funktio g on myös injektio, sillä jos
g(x1) = g(x2), niin 5x1 = 5x2 ja siis x1 = x2.
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Määritelmä 5.19. [8, s. 17] Reaalifunktio on funktio f : A → R, jossa A
on reaaliakselin R osajoukko.
5.4 Polynomi
5.4.1 Polynomifunktio
Määritelmä 5.20. [8, s. 67] Polynomi tai tarkemmin polynomifunktio Pn :
R→ R on mikä tahansa muotoa
Pn(x) = anx
n + an−1xn−1 + ...+ a2x2 + a1x+ a0
oleva funktio, missä x on polynomin Pn muuttuja, kertoimet an, an−1, ..., a0 ∈
R ja ja n ∈ R.
Huomautus 5.21. Myös lauseketta anxn + an−1xn−1 + ... + a2x2 + a1x + a0
sanotaan polynomiksi.
Määritelmä 5.22. [24, s. 134] Polynomin Pn : R→ R,
Pn(x) = anx
n + an−1xn−1 + ...+ a1x+ a0,
kerrointa an sanotaan polynomin Pn johtavaksi kertoimeksi, jos an 6= 0.
Tällöin lukua n sanotaan polynomin Pn asteeksi (degree), jota merkitään
deg P = n.
Jos an = 0 kaikilla n, kutsutaan polynomia nollapolynomiksi ja sitä merki-
tään symbolilla O. Lisäksi sovitaan, että degO = −∞.
Polynomia Pn sanotaan pääpolynomiksi, jos sen johtava kerroin on 1.
Huomautus 5.23. [8, s. 67] Polynomi Pn on jatkuva joukossa R. Jatkuvuus
on määritelty Määritelmässä 5.28.
Määritelmä 5.24. [40] Piste x0 on polynomin Pn : R→ R nollakohta, jos
Pn(x0) = 0 eli jos polynomi Pn saa pisteessä x0 arvon nolla.
Huomautus 5.25. [8, s. 67] Jos polynomin Pn asteluku on pariton, niin poly-




Bolzanon lause 5.26. [8, Bolzanon lause s. 41] Jos välillä [a, b], missä
a, b ∈ R ja a on aidosti pienempi kuin b, jatkuvalla funktiolla f on erimerk-
kiset arvot välin päätepisteissä, niin on olemassa ainakin yksi sellainen piste
c ∈ (a, b), jolla
f(c) = 0.
Määritelmä 5.27. [8, s. 8] Olkoot a, b ∈ R, a < b.
1.) [a, b] = {x ∈ R| a 6 x 6 b} suljettu väli.
2.) [a, b) = {x ∈ R| a 6 x < b} puoliavoin väli.
3.) (a, b] = {x ∈ R| a < x 6 b} puoliavoin väli.
4.) (a, b) = {x ∈ R| a < x < b} avoin väli.
Määritelmä 5.28. [8, s. 39] Olkoon x0 ∈ A. Funktio f on jatkuva pisteessä
x0, jos kaikilla  > 0 on olemassa sellainen δ > 0, jolla
|f(x)− f(x0)| < , kun x ∈ A ja |x0 − x| < δ.
Muutoin f on epäjatkuva pisteessä x0. Funktio f on jatkuva joukossa A, jos
f on jatkuva kaikissa pisteissä x0 ∈ A.
Esimerkki 5.29. [8, s. 42] Osoita, että polynomilla P2(x) = x2 − 4 on
ainakin yksi nollakohta välillä (−3, 0).
Todistus. Polynomi P2 on jatkuva koko joukossa R ja P2(−3) = (−3)2 − 4 =
5 > 0 ja P2(0) = 02−4 = −4 < 0, joten Bolzanon lauseen nojalla polynomilla
P2 on olemassa ainakin yksi nollakohta välillä (−3, 0).
Huomautus 5.30. [8, s. 67] Jos P ja Q ovat polynomeja, niin samoin ovat
myös P +Q, P −Q ja PQ. Lisäksi
deg (P +Q) ≤ max{deg P, deg Q}
deg (PQ) = deg P + deg Q,
jos P 6= O ja Q 6= O.
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Esimerkki 5.31. [40] Lasketaan polynomien P (x) = a2x2 + a1x + a0 ja
Q(x) = b1x+ b0 summa ja tulo.
P (x) +Q(x) = (a2x
2 + a1x+ a0) + (b1x+ b0)
= a2x
2 + (a1 + b1)x+ (a0 + b0)
deg (P +Q) = 2 ≤ max{deg P, deg Q}
P (x)Q(x) = (a2x
2 + a1x+ a0)(b1x+ b0)
= a2x
2(b1x+ b0) + a1x(b1x+ b0) + a0(b1x+ b0)
= a2b1x
3 + (a2b0 + a1b1)x
2 + (a1b0 + a0b1)x+ a0b0
deg (PQ) = deg P + deg Q = 2 + 1 = 3





missä P ja Q ovat polynomeja, sanotaan rationaalifunktioksi.
5.4.3 Polynomiyhtälö
Määritelmä 5.33. [40] Polynomiyhtälö on muotoa
Pn(x) = anx
n + an−1xn−1 + ...+ a1x+ a0 = 0
oleva yhtälö, missä Pn on polynomi.
Lause 5.34. [8, s. 68] Jos x1 on polynomin Pn nollakohta, merkitään Pn(x1) =
0, niin tällöin Pn on jaollinen termillä (x− x1), toisin sanoen
Pn(x) = (x− x1)Qn−1(x),
missä Qn−1 on (n− 1)-asteinen polynomi.
Todistus. Koska Pn(x1) = 0, voidaan kirjoittaa
Pn(x) = Pn(x)− Pn(x1)
= (anx
n + an−1xn−1 + ...+ a1x+ a0)− (anxn1 + an−1xn−11 + ...+ a1x1 + a0)
= an(x
n − xn1 ) + an−1(xn−1 − xn−11 ) + ...+ a1(x− x1) + a0 − a0.
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Käyttäen hyväksi identtisyyttä
xn − yn = (x− y)(xn−1 + xn−2y + ...+ yn−1),
saadaan:
Pn(x) = an(x− x1)(xn−1 + xn−2x1 + ...+ xn−11 )
+ an−1(x− x1)(nn−2 + xn−3x1 + ...+ xn−21 ) + ...+ a1(x− x1)
= (x− x1)(anxn−1 + [anx1 + an−1]xn−2 + ...+ [anxn−11 + ...+ a1])
= (x− x1)Qn−1(x). 
Korollaari 5.35. [25, Lause 3.4.3, s. 82] Jos polynomilla Pn, jonka asteluku
on n, on n eri nollakohtaa x1, ..., xn, niin
Pn(x) = an(x− x1)(x− x2)...(x− xn),
missä an 6= 0 on polynomin Pn korkeimman asteen termin kerroin eli johtava
kerroin.
Huomautus 5.36. Polynomin lauseke voidaan ”jakaa tekijöihin” Korollaarissa
5.35 mainitulla tavalla.











Korollaari 5.38. [1, s. 140] Yhtälön Pn(x) = 0 juuri eli ratkaisu on u, jos
ja vain jos x− u on polynomin Pn tekijä.
Esimerkki 5.39. [1, s. 137] Merkitään
P2(x) = a2x
2 + a1x+ a0 = 0.
Oletetaan, että u1 ja u2 ovat yhtälön P2(x) = 0 juuret. Silloin
P2(u) = a(u− u1)(u− u2) = 0.
5.4 Polynomi 54
Tulo on nolla, jos ja vain jos jokin tulon tekijöistä on nolla. Siis joko u = u1
tai u = u2. Saadaan
P2(u1) = (u1 − u1)(u1 − u2) = 0,
P2(u2) = (u2 − u1)(u2 − u2) = 0.
Siis u1 ja u2 ovat yhtälön P2(x) = 0 ainoat ratkaisut.
Määritelmä 5.40. [1, s. 133] Kahta polynomiyhtälöä sanotaan ekvivalen-
teiksi, jos niillä on täsmälleen yhtäsuuret juuret. Merkitään
Pn(x) = Qn(x) kaikilla x.
Korollaari 5.41. [25, Lause 3.4.4, s. 82] Polynomilla, jonka asteluku on n,
on korkeintaan n eri nollakohtaa.
Todistus. Olkoot polynomilla Pn nollakohdat x1, ..., xn. Polynomi Pn voidaan
silloin esittää muodossa
Pn(x) = an(x− x1)...(x− xn),
josta seuraa, että Pn(x) = 0 vain mainituissa nollakohdissa. 
Algebran peruslause 5.42. [22, s. 562] Jokainen polynomi
Pn(x) = anx
n + an−1xn−1 + ...+ a1x+ a0,
jonka kertoimet kuuluvat kompleksiseen lukualueeseen (merkitään C) ja jossa
an 6= 0 ja n ≥ 1, saa arvon 0 ainakin yhdellä mainittuun lukualueeseen
kuuluvalla muuttujan x arvolla.
Huomautus 5.43. [8, s. 68] Polynomeille on voimassa niin sanottu jakoyhtälö.
Jos Pn ja Qm, missä n ≥ m, (Qm 6= O), ovat polynomeja, niin on olemassa
yksikäsitteiset polynomit H ja K siten, että
Pn = HQm +K,
missä deg K < deg Qm.
5.4 Polynomi 55
Esimerkki 5.44. Jaetaan polynomi P (x) = x3 + 5x2 − x + 1 polynomilla
Q(x) = x2 − x.
x+ 6






P (x) = (x+ 6)(x2 − x) + (5x+ 1).
Määritelmä 5.45. [1, s. 134] Yhtälöä, joka voidaan esittää muodossa
ax+ b = 0,
missä a 6= 0 ja a, b ∈ R, sanotaan ensimmäisen asteen yhtälöksi.
Esimerkki 5.46. Ratkaistaan yhtälö P (x) = 0, P (x) = ax+ b, missä a 6= 0
ja a, b ∈ R.
ax+ b = 0





Juuri x on yhtälön P (x) = 0 yksikäsitteinen ratkaisu.
Määritelmä 5.47. [1, s. 134] Yhtälöä, joka voidaan esittää muodossa
ax2 + bx+ c = 0
missä a 6= 0 ja a, b, c ∈ R, sanotaan toisen asteen yhtälöksi.
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Huomautus 5.48. [1, s. 136] Toisen asteen yhtälöllä
P2(x) = ax
2 + bx+ c = 0,





jonka avulla voidaan laskea yhtälön kaikki juuret.
Kaavan johtaminen [40]. Täydennetään yhtälö P2(x) = 0 neliöksi.
ax2 + bx+ c = 0
4a2x2 + 4abx = − 4ac
(2ax)2 + 2 · 2ax · b = − 4ac
(2ax)2 + 2 · 2ax · b+ b2 = − 4ac+ b2











Huomautus 5.49. [8, s. 69] Myös silloin kun polynomin asteluku n on kolme
tai neljä, saadaan polynomin Pn nollakohdat eli yhtälön
anx
n + ...+ a0 = 0
ratkaisut algebrallisesti eli ratkaisut saadaan annetuista kertoimista suorit-





Opetuspaketin yleisenä tavoitteena on, että oppilas oppisi ymmärtämään ja
hallitsemaan opetuspaketin tehtäviin liittyvät keskeiset käsitteet, toimimaan
ryhmässä, ottamaan vastuuta omasta ja toisten oppimisesta sekä harjoittelisi
ulkoistamaan omia ajatuksiaan. Opetuspaketissa on pyritty huomioimaan lu-
kion opetussuunnitelmassa mainittujen opetuksen tavoitteiden täyttyminen.
Tavoitteet löytyvät liitteestä C.
Opetuspaketti sisältää neljä erilaista tehtäväkokonaisuutta, joissa sovelletaan
edellä esiteltyjä menetelmiä: epäyhtälön ratkaiseminen, polynomilaskennan
kertaus, toisen asteen polynomifunktio ja -yhtälö sekä korkeamman asteen
polynomifunktioiden tutkiminen. Opettaja voi halutessaan valita luokalleen
sopivat tehtävät. Tehtävät on järjestetty siten, että niiden vaatimukset ope-
tuksen muuttamisen sekä opettajan ja oppilaiden roolien muutoksen suhteen
kasvavat. Opettajan rooli muuttuu tarkkailijan ja ohjaajan suuntaan, ja op-
pilaiden vastuu omasta sekä toisten oppimisesta kasvaa.
Oppilailla on tehtävien aikana käytössään vihkot mutta ei oppikirjoja. Teh-
tävien yhteydessä mainitut ajat ovat viitteellisiä (oppitunti on 45 min.), ja
opettaja voi muokata tehtäviä oman luokkansa taitoihin ja tarpeisiin pa-
remmin sopiviksi. Esimerkiksi tunnin alussa voi olla tarpeen toteuttaa ly-
hyt luokka- tai ryhmähenkeä parantava harjoitus. Työskentelyn jälkeiseen
reflektointiin ja sen harjoitteluun on etenkin kokeilun alussa varattava aikaa.
Opetuspaketin lopussa on esitelty yksi yleinen tapa toteuttaa yhteistoimin-
nallinen oppitunti. Opetuspaketin tehtävien vastaukset löytyvät liitteestä E.
Opetuspaketin tehtäväkokonaisuudet on laadittu tehtävien yhteydessä maini-
tun luvun lähteitä apuna käyttäen. Lisäksi tehtävien laadinnassa on hyödyn-
netty kahta lukion pitkän matematiikan kirjasarjaa: Pitkä matematiikka [15]
ja Pyramidi [17].
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6.2 Epäyhtälön ratkaisemisen pohjustaminen
Ensimmäisessä tehtävässä käytetään rakenteellista lähestymistapaa (Luku
2.2.1) ”ajattele-pari-kerro” (Taulukko 2.2.1 sivulla 8) ja sen tarkoituksena
on saada oppilaat huomaamaan, ettei epäyhtälö pädekään jaettaessa tai ker-
rottaessa negatiivisella luvulla, jos epäyhtälön suuntaa ei vaihdeta. Tehtävän
perusidea löytyy Pitkä matematiikka -sarjan Polynomifunktiot-kirjasta [15,
s. 16]. Aikaa tehtävän tekemiseen on varattava 20-25 minuuttia.
6.2.1 Esitietovaatimukset
Oppilas




• ratkaisemaan ensimmäisen asteen epäyhtälöitä




1.) Luvut -3 ja 9 toteuttavat epäyhtälön -3 < 9. Mikä epäyhtälö saadaan,
kun tämän epäyhtälön
a) molemmille puolille lisätään luku 4
b) molemmilta puolilta vähennetään luku 2
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c) molemmat puolet kerrotaan luvulla 5
d) molemmat puolet jaetaan luvulla -3?
2.) Luvut -6 ja 12 toteuttavat epäyhtälön -6 < 12. Mikä epäyhtälö saadaan,
kun tämän epäyhtälön
a) molemmille puolille lisätään luku 2
b) molemmilta puolilta vähennetään luku 4
c) molemmat puolet jaetaan luvulla 3
d) molemmat puolet kerrotaan luvulla -5?
6.2.4 Toteutus
Oppilaat jaetaan kahden (tai kolmen) hengen ryhmiin. Opettaja kertoo luo-
kalle tehtävän idean ja toteutustavan.
• Valitkaa kumpi tekee tehtävän 1.) ja kumpi tehtävän 2.). Tee tehtävä
ensin itseksesi.
• Kerro saamastasi tuloksesta parillesi. Vertailkaa saamianne tuloksia.
Valmistaudu kertomaan havainnoistanne koko luokalle.
• Keskustellaan saaduista tuloksista koko luokan kesken.
Parityöskentelyn jälkeen opettaja valitsee sattumanvaraisesti muutamia op-
pilaita kertomaan ryhmänsä havainnoista, jonka jälkeen tuloksista voidaan
keskustella koko luokan kanssa ja tehdä yhteinen johtopäätös oppilaiden ha-
vaintojen pohjalta. Tunnin päätteeksi oppilaiden kanssa on hyvä keskustella
siitä, mitä mieltä he olivat tehdystä parityöstä, miksi sellainen toteutettiin,
miten vuorovaikutus sujui ja miten sitä voisi parantaa.
6.2.5 Kommentteja
Tehtävä ei vielä vaadi oppilailta niin uudenlaisia toimintatapoja, että niiden
opettelu veisi aikaa ja tehtävän onnistuminen riippuisi selkeästi oppilaiden
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välisen vuorovaikutuksen laadusta ja määrästä, kyvystä kommunikoida tai
puhua matemaattisin termein. Myös opettajan tehtäviin kuuluva ryhmien
tarkkailu on tässä tehtävässä verrattain helppoa. Opettaja voi kerätä tie-
toa oppilaiden etenemisestä ja työhön osallistumisesta kiertämällä luokassa
seuraamassa parien työskentelyä.
Opettaja voi muodostaa ryhmät monella tavalla. Aloittaessaan tämän tyyp-
pisten tehtävien käytön voi opettaja aluksi käyttää vapaasti muodostuvia pa-
reja ja ryhmiä. Välillä ryhmät kannattaa kuitenkin etukäteen järjestää joko
täysin sattumanvaraisesti tai heterogeenisesti.
6.3 Polynomilaskennan kertaus
Tehtävässä sovelletaan STAD-menetelmää (Luku 2.2.2) polynomien yhteen-,
vähennys- ja kertolaskutoimitusten muodostaman kokonaisuuden kertaami-
seen ja opettamiseen. Tehtävään on varattava aikaa kaksoistunnin (90 min.)
verran. STAD-menetelmän käyttämistä voidaan jatkaa opetettaessa summan
ja erotuksen tuloa sekä summan neliötä ja erotuksen neliötä.
6.3.1 Esitietovaatimukset
Oppilas
• tuntee käsitteet monomi ja polynomi




• laskemaan polynomien summan, erotuksen ja tulon
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• käyttämään vaihdanta-, liitäntä- ja osittelulakia
• ottamaan yhteisen tekijän
• työskentelemään ryhmässä
• ulkoistamaan ajatuksiaan
• puhumaan matemaattisin termein
• pitämään huolta omasta oppimisestaan
• ottamaan vastuuta ryhmän jokaisen jäsenen oppimisesta
• pohtimaan omaa ja ryhmän toimintaa.
6.3.3 Alkuvalmistelut
Opettaja jakaa oppilaat kolmen tai neljän hengen ryhmiin siten, että jokai-
nen ryhmä edustaa luokan läpileikkausta aikaisemman menestyksen, etnisen
taustan ja sukupuolen perusteella.
6.3.4 Toteutus
Opettajan toiminta. Opettaja selittää tunnin alussa STAD-menetelmän
idean ja sen, miten seuraavilla tunneilla toimitaan sekä ilmoittaa ryhmien
kokoonpanot. Opettaja opettaa asiakokonaisuuden luokalle (15 min.). Ope-
tuksen tulisi olla mahdollisimman havainnollistavaa ja sisältää esimerkkejä.
Opetuksen jälkeen opettaja jakaa ryhmille kaksi tehtävämonistetta ja kaksi
vastausmonistetta. Opettajan tulee painottaa oppilaille, että tehtävät ovat
heidän omaa opiskeluaan varten, eikä monistetta ole siis vain tarkoitus täyt-
tää. Oppilaiden työskennellessä opettaja seuraa ryhmien toimintaa viettäen
aikaa kunkin ryhmän luona ja tehkee samalla systemaattisesti muistiinpa-
noja havainnoistaan. Opettajan tulee rohkaista oppilaitaan. Kun oppilaalla
on ongelma, kehottaa opettaja häntä kysymään ensin omalta ryhmältään ja
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vasta sitten opettajalta. Ryhmien opiskelun (50 min.) päätteeksi pidetään
koe (15 min.), jonka tuloksista opettaja laskee kullekin oppilaalle kehitys-
pisteet sekä ryhmän yhteispisteet. Opettaja laskee pisteet ennen seuraavaa
oppituntia, jos mahdollista. Tietyn tason ylittäneille ryhmille olisi kannusta-
vaa antaa palkinto tai kunniamaininta. Kokeiden palautuksen yhteydessä on
oppilaille kerrottava, miten pisteet ovat määräytyneet.
Ryhmän toiminta. Ryhmä tutkii saamiaan tehtävämonisteita ja kirjo-
ja. Tehtävien tekeminen etenee ryhmissä keskustelemalla, vastauksia ver-
tailemalla ja toinen toistensa tekemiä virheitä korjaamalla. Oppilaat voi-
vat tehdä esimerkiksi parityöskentelyä niin, että ensin toinen laskee tehtä-
vän/tehtäväsarjan ja selittää ratkaisunsa toiselle, joka tarkistaa ne vastaus-
monisteen avulla. Sen jälkeen oppilaat vaihtavat rooleja. Ryhmän tulee tukea
kaikkien jäsentensä oppimista ja varmistua jokaisen oppilaan osaamisesta,
jotta se voisi menestyä kokeissa.
Oppilaan toiminta. Koska jokainen oppilas tekee itsenäisesti kokeen, tulee
hänen vastata itse omasta oppimisestaan.
6.3.5 Pisteiden laskeminen
Jokaiselle oppilaalle lasketaan pohjapisteet aiempien suoritusten perusteella
(esimerkiksi edellisen vuoden arvosana: 10 = 90p. ja 4 = 60p.). Kehityspisteet
määräytyvät sen mukaan, kuinka monella pisteellä koetulos ylittää tai alittaa
pohjapisteet.
• yli 10 pistettä pohjapisteiden alapuolella: 0
• 1–10 pistettä pohjapisteiden alapuolella: 10
• sama kuin pohjapisteet tai enintään 10 pistettä niiden yläpuolella: 20
• yli 10 pistettä pohjapisteiden yläpuolella: 30
• täydellinen koetulos (riippumatta pohjapisteistä): 30
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Ryhmän pisteet muodostuvat jäsenten kehityspisteiden keskiarvosta. ”Huip-
puryhmä” (23 pistettä tai enemmän) sekä ”hyvä ryhmä” (18–22 pistettä) pal-
kitaan. Ryhmän pisteillä voi olla myös korottava vaikutus yksittäisen oppi-
laan loppuarvosanaan. Tällöin on kuitenkin suotavaa, että STAD-menetelmää
käytetään pidempään ja useampien kokonaisuuksien opettamiseen.
6.3.6 Materiaali
Opettaja voi käyttää kirjan tehtäviä hyväkseen miettiessään, millaisia tehtä-
viä oppilaat laskevat ryhmissä tai jopa lasketuttaa tehtäviä suoraan kirjas-
ta. Useissa kirjasarjoissa, kuten Pitkä matematiikka ja Pyramidi, tehtävien
vastaukset löytyvät kirjan takaa. Kirjojen tehtävissä on kuitenkin ongelma-
na, että samankaltaisia tehtäviä voi olla liian vähän parityöskentelyyn, jossa
kummankin oppilaan tulisi saada ratkaista kaiken tyyppisiä tehtäviä. Opet-
taja voi laatia itse polynomien laskutoimituksien harjoittelemiseen tarkoi-
tetun tehtävämonisteen. Liitteeseen F on koottu kirjasarjoissa Pitkä mate-
matiikka [15] ja Pyramidi [17] esiintyvistä tehtävätyypeistä koe, sekä kaksi
tehtävämonistetta ja kaksi vastausmonistetta.
6.4 Toisen asteen polynomifunktio ja -yhtälö
Tehtävän tarkoituksena on ymmärtää toisen asteen funktion nollakohtien
ja toisen asteen yhtälön ratkaisujen välinen yhteys. Tehtävä on suunniteltu
toteutettavaksi palapelitekniikalla (Luku 2.2.4). Aikaa koko tehtäväsarjan,
laskutehtävät, pohdinta ja raportti, suoritukseen varataan yhden oppitunnin
verran; kuhunkin osioon noin 15 minuuttia.
6.4.1 Esitietovaatimukset
Oppilas
• osaa ratkaista toisen asteen yhtälöitä ilman ratkaisukaavaa
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• osaa piirtää funktion kuvaajan
• tuntee käsitteen yhtälön juuri
• tuntee käsitteen funktion nollakohta
• tuntee käsitteen paraabelin huippu
• tuntee epäyhtälömerkit
• osaa käyttää graafista laskinta.
6.4.2 Oppimistavoitteet
Oppilas oppii
• ymmärtämään toisen asteen funktion nollakohtien ja toisen asteen yh-
tälön ratkaisujen välisen yhteyden
• työskentelemään ryhmässä
• kuuntelemaan toisten ideoita ja ajatuksia
• ulkoistamaan ajatuksiaan
• puhumaan matemaattisin termein
• ottamaan vastuuta omasta ja toisten oppimisesta
• kirjoittamaan lyhyen raportin
• pohtimaan omaa ja ryhmän toimintaa.
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6.4.3 Alkuvalmistelut
Tehtävät:
1. Ratkaise seuraavat yhtälöt [17, s. 49–50],[15, s. 65]:
a) −5x2 = 0
b) 5x2 − 20 = 0
c) 3x2 + 9 = 0
2. Piirrä seuraavien funktioiden kuvaajat:
a) f(x) = −5x2
b) g(x) = 5x2 − 20
c) h(x) = 3x2 + 9
3. Tutkikaa ja vertailkaa 1. ja 2. tehtävien vastauksia. Mitä huomaatte? Kuin-
ka monta ratkaisua toisen asteen yhtälöllä voi enintään olla? Miksi?
4. Piirrä graafisella laskimella funktion k(x) = 0, 3x2 − 2, 1x − 1 kuvaaja.
Vastaa seuraaviin kysymyksiin kuvaajan avulla. Käytä tarvittaessa laskimen
jäljitystoimintoa trace.
a) Missä pisteessä on kuvaajaparaabelin huippu?
b) Mitkä ovat yhtälön 0, 3x2 − 2, 1x− 1 = 0 juuret?
c) Millä muuttujan arvoilla on 0, 3x2 − 2, 1x − 1 < 0 ja millä muuttujan
arvoilla on 0, 3x2 − 2, 1x− 1 > 0? [15, s. 66].
6.4.4 Toteutus
Oppilaat jaetaan neljän hengen kotiryhmiin heterogeenisesti. Ryhmä jakaan-
tuu kahteen asiantuntijapariin, joista toinen pari tekee monisteen 1 tehtä-
vät ja toinen monisteen 2 tehtävät. Asiantuntijaparit tarkistavat saamansa
vastaukset toisen (saman tehtävämonisteen tehneen) asiantuntijaparin kans-
sa, jolloin mahdollisesti syntyneet virheet ja ongelmat ratkaistaan. Oppilaat
palaavat takaisin kotiryhmiinsä ja esittävät muille ryhmäläisilleen saamansa
tulokset ja sen, miten ovat niihin päätyneet. Seuraavaksi ryhmä saa yhden
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tehtävän 3 monisteen. Tehdyistä havainnoista ja saaduista tuloksista oppi-
laat kirjoittavat yhdessä raportin. Raportin sisältö voi olla ennalta tarkkaan
määritelty tai ohjeistuksena voidaan vain edellyttää sen sisältävän tulokset
sekä sen, millaisen prosessin kautta niihin päädyttiin. Liitteessä H on mal-
li ongelmanratkaisun raportin arviointikriteereistä [4, s. 76]. Raportin kir-
joittamisen jälkeen jaetaan jokaiselle oppilaalle tehtävämoniste 4. Oppilaat
ratkaisevat tehtävän kotiryhmissään. Tehtävä 4 voidaan jättää myös kotiteh-
täväksi!
Opettajan toiminta. Opettajan on ennen tuntia mietittävä, millaisiin ryh-
miin hän jakaa oppilaat ja miten asiantuntijaparit muodostuvat ryhmien si-
sällä. Tunnin alussa opettaja ohjaa oppilaat oikeisiin kotiryhmiin. Tämän
jälkeen opettaja selittää tulevan tehtävän vaiheet, kuinka paljon siihen on
varattu aikaa ja sen, mitä oppilailta ja ryhmiltä odotetaan. Vasta sitten ryh-
mille jaetaan materiaali ja oppilaat aloittavat työskentelyn asiantuntijapa-
rinsa kanssa ja siirtyvät myöhemmin takaisin kotiryhmiinsä.
Opettajan on kierrettävä luokassa jokaisen parin/ryhmän luona tarkkaile-
massa, miten yhteistyö sujuu, mutta hänen ei tule tässä vaiheessa puuttua
mahdollisiin laskuvirheisiin. Opettajan tehtävänä on havainnoida ryhmien
etenemistä ja tehdä havainnoistaan muistiinpanoja myöhempää reflektioin-
tia ja palautetta varten. Opettajan tulee myös kannustaa ja rohkaista oppilai-
ta ajattelemaan ääneen ja tarvittaessa hän voi tehdä oppilaille kysymyksiä,
joiden avulla ryhmä pääsee ongelmakohdasta eteenpäin. Raportin kirjoitta-
misvaiheessa opettaja voi opastaa ryhmiä ja tarkistaa, ovatko kaikki ryhmät
päässeet oikeisiin loppupäätelmiin. Lopuksi hän kerää tehdyt raportit tarkas-
tettavakseen ja jakaa myöhemmin jokaiselle ryhmän jäsenelle oman kopion
ryhmän tuotoksesta.
Ryhmän toiminta. Asiantuntijaparit työskentelevät yhteisen tehtävämo-
nisteen parissa korjaten ja ohjaten toistensa työskentelyä ja varmistavat, et-
tä kumpikin ymmärtää tehtävän hyvin. Parit tarkistavat tuloksensa toisen
asiantuntijaparin kanssa ja korjaavat mahdolliset virheet niin, että ovat yk-
simielisiä oikeista vastauksista. Kotiryhmissä parit selittävät toisilleen omien
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tehtäviensä vaiheet ja tulokset. Seuraavaksi he ryhtyvät yhdessä vertailemaan
tuloksia ja tekemään niistä johtopäätöksiä. Ryhmä työstää yhdessä kirjallisen
raportin. Tässäkin vaiheessa ryhmän on oltava yksimielinen tuloksistaan en-
nen kirjoittamista. Tehtäväkokonaisuuden lopuksi oppilaat reflektoivat opet-
tajan johdolla omaa ja ryhmän toimintaa sekä pohtivat sitä, miksi tällainen
ryhmätyö toteutettiin.
Oppilaan toiminta. Yksittäinen oppilas on vastuussa siitä, että asiantun-
tijaparin työskentely sujuu ja että hän osallistuu tehtävien ratkaisemiseen ja
tarkistamiseen sekä ideoiden kehittelyyn.
Jos näyttää siltä, että useat ryhmät eivät ole saavuttaneet haluttua tiedollis-
ta tasoa ennen raportin kirjoittamista, voidaan esimerkiksi lisätä palapeliin
vielä yksi vaihe, jossa ryhmät vertaavat toistensa ideoita. Ryhmät jakautu-
vat uusiksi asiantuntijaryhmiksi niin, että jokaisessa ryhmässä on yksi oppilas
kustakin kotiryhmästä. Ryhmä keskustelee esille tulleista ideoista ja jäsenet
palaavat lopuksi kotiryhmäänsä kertomaan saamistaan ideoista ja kirjoitta-
maan raporttia.
6.4.5 Kommentteja
Oppilaat hahmottavat tehtävän avulla, millaisista osista palapelitekniikka
koostuu. Taitojen karttuessa voidaan siirtyä avoimempiin tehtäviin, mutta
alussa oppilaiden ryhmätyöskentelyä saattaa helpottaa suljetun tehtävän te-
keminen. Myös opettajan on tällöin helpompi ohjeistaa oppilaita työskente-
lyn eri vaiheissa sekä havainnoida ryhmien ja yksittäisten oppilaiden toimin-
taa. Palapelitekniikalla voidaan myöhemmin toteuttaa myös laajoja ja täy-
sin avoimia tutkimustöitä. Ideoita mahdollisista projeksiaiheista löytyy muun
muassa J. Berryn ja P. Sahlbergin teoksesta Matematiikka elämään [4].
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6.5 Korkeamman asteen polynomifunktioiden tutkimi-
nen
Oppilaiden on tarkoitus tutkia korkeamman asteen funktioiden ominaisuuk-
sia funktioiden kuvaajien perusteella. Myös tämä tehtävä on suunniteltu to-
teutettavaksi palapelitekniikalla (Luku 2.2.4), kuten edellinen tehtävä, mutta
se on tehtävänannoltaan avoimempi ja eroaa myös siinä, että yksilön vastuu
on suurempi. Tehtävään on varattava kaksi oppituntia (90 min.). Tehtävän
idea on Pyramidi -sarjan Polynomifunktiot-kirjasta [17, s. 79–80].
6.5.1 Esitietovaatimukset
Oppilas
• tuntee käsitteen nollakohta
• osaa tulkita toisen asteen funktion kuvaajia
• osaa piirtää funktion kuvaajia
• tuntee ja ymmärtää Bolzanon lauseen (Lause 5.26) idean
• osaa käyttää graafista laskinta.
6.5.2 Oppimistavoitteet
Oppilas oppii
• havainnoimaan ja tulkitsemaan funktioiden kuvaajia
• yleistämään saatuja tuloksia
• työskentelemään ryhmässä
• kuuntelemaan toisten ideoita ja ajatuksia
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• ulkoistamaan ajatuksiaan
• puhumaan matemaattisin termein
• ottamaan vastuuta omasta ja toisten oppimisesta
• kirjoittamaan raportin
• pohtimaan omaa ja ryhmän toimintaa.
6.5.3 Alkuvalmistelut
Opettaja jakaa oppilaat neljän oppilaan kotiryhmiin.
Tehtävät:
1.–4. Piirtäkää ja tutkikaa kolmannen/neljännen/viidennen/kuudennen as-
teen funktioita kuvaajien avulla graafisella laskimella. Mitä havaitsette funk-
tioiden nollakohdista? Milloin funktion merkki voi vaihtua?
5. Vaikuttaako asteluvun parillisuus/parittomuus funktion kuvaajan käyttäy-
tymiseen? Jos vaikuttaa, niin miten? Voitteko tehdä havainnoistanne päätel-
miä, jotka koskisivat kaikkien funktioiden ominaisuuksia? Tehkää tutkimuk-
sistanne juliste, johon valitsette mielestänne kuvaavimmat funktiot (enintään
4 kappaletta). Piirtäkää niiden kuvaajat ja vastatkaa seikkaperäisesti edel-
lä mainittuihin neljään kysymykseen. Tehkää julisteeseen myös yhteenveto
havaituista tuloksista.
6.5.4 Toteutus
Aluksi oppilaat kokoontuvat kotiryhmiin ja päättävät, kuka valitsee minkäkin
asteisten funktioiden tutkimisen. Tämän jälkeen oppilaat siirtyvät työskente-
lemään asiantuntijaryhmiin oman tehtävämonisteensa kanssa. Asiantuntija-
ryhmät muodostuvat siten, että kolmannen asteen funktioiden kuvaajia tut-
kivat oppilaat ovat samassa ryhmässä jne. Asiantuntijaryhmä tekee yhdessä
annetun tehtävän. Oppilaat palaavat kotiryhmiinsä kertomaan saamistaan
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tuloksista, jonka jälkeen oppilaat miettivät tehtäväkokonaisuutta viisi. Pääs-
tyään yksimielisyyteen tuloksista he valmistavat yhteisen julisteen.
Opettajan toiminta. Ennen tehtävän aloittamista opettaja jakaa kotiryh-
mät ja selostaa työskentelyn eri vaiheet. Oppilaiden tulee olla selvillä siitä,
kuinka kauan tehtävään on varattu aikaa, miten se arvostellaan ja mitä heil-
tä odotetaan. Opettajan tehtävänä on kannustaa ja tukea ryhmien toimintaa
koko työskentelyn ajan. Hän voi myös esittää vaikeuksissa oleville ryhmil-
le lisäkysymyksiä mutta parasta tietenkin olisi se, että ryhmäläiset saisivat
tukea ensisijaisesti omilta ryhmäläisiltään.
Ryhmän toiminta. Asiantuntijaryhmät työskentelevät yhteisen tehtävämo-
nisteen parissa korjaten ja ohjaten toistensa työskentelyä. Kotiryhmissä op-
pilaat selittävät toisilleen omien tehtäviensä vaiheet ja omat päätelmänsä.
Tämän jälkeen he saavat kotiryhmille tarkoitetun tehtäväkokonaisuuden ja
tekevät yhdessä havaintoja kaikkien funktioiden kuvaajista. Ryhmä työstää
yhdessä julisteen. Tehtäväkokonaisuuden lopuksi oppilaat reflektoivat opet-
tajan johdolla omaa ja ryhmän toimintaa sekä pohtivat sitä, miksi tällainen
ryhmätyö toteutettiin.
Oppilaan toiminta. Yksittäisellä oppilaalla on nyt suurempi vastuu kuin
tehtävässä neljä. Jokainen oppilas vastaa omassa kotiryhmässään yksin asian-
tuntijaryhmässä tehdyistä havainnoista ja päätelmistä sekä esittelee ne ryh-
mäläisilleen.
Muuta. Julisteet laitetaan esille luokan seinälle. Ryhmät voisivat sitä ennen
myös esitellä ne koko luokalle.
6.6 Yhteistoiminnallinen oppitunti
Rakenteellinen lähestymistapa tarjoaa mahdollisuuden luoda oppitunti yh-
distellen useita rakenteita. Ensimmäisessä tehtäväkokonaisuudessa käytettiin
”ajattele-pari-kerro” -rakennetta yksittäisen tehtävän laskemisessa. Rakentei-
ta voidaan käyttää myös koko oppitunnin ajan ja niitä voidaan hyvin yh-
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distää muihin yhteistoiminnallisiin opiskelumenetelmiin. Tunnin rakenne voi
olla esimerkiksi seuraava:
Kotitehtävien tarkistus. Tunnin alussa tarkistetaan kotitehtävät. Oppi-
laat jaetaan kolmen hengen ryhmiin ja he tarkistavat ryhmän kesken saa-
mansa ratkaisut. Ryhmät on voitu muodostaa jo edellisellä tunnilla tehtä-
viä laskettaessa tai oppilailla voi olla oma vakiintunut kotitehtäväryhmänsä.
Kun ryhmät ovat valmiita, valitsee opettaja satunnaisesti yhden oppilaan
kustakin ryhmästä ratkaisemaan yhden tehtävän taululla (Taulun jakami-
nen, Taulukko 1). Lopuksi voidaan joitakin tehtäviä tarkastella vielä yhdessä
opettajan johdolla. Ryhmien toimintaa on pyrittävä ohjaamaan siten, ettei-
vät oppilaat ainoastaan kerro toisilleen oikeita ratkaisuja, vaan pyrkivät myös
opettamaan toisiaan. Tätä edesauttaa myös se, että oppilaalta edellytetään
pelkän kirjoittamisen sijaan myös ratkaisun selittäminen. Ryhmän jokaisen
jäsenen tulee silloin ymmärtää ratkaisun idea.
Opetus. Kotitehtävien jälkeen jatketaan uuden aiheen opiskelua. Tämä voi-
daan toteuttaa esimerkiksi oppilaille annettavana tutkimustehtävänä, jossa
hyödynnetään palapelitekniikkaa tai opiskelussa voidaan edetä opettajan joh-
dolla. Oppilaita voidaan aktivoida tunnin aikana käyttämällä ”numeroidut
päät yhdessä” -rakennetta. Oppilaat seuraavat opetusta ryhmissä ja opet-
tajan esittäessä kysymyksen, he pohtivat yhdessä vastausta. Yhtä oppilasta
pyydetään satunnaisesti vastaamaan kaikista tai vain muutamasta ryhmästä.
Laskeminen. Opetuksen jälkeen oppilaat soveltavat uusia taitojaan ratkai-
semalla esimerkiksi oppikirjan tehtäviä. Oppilaat jaetaan neljän hengen las-
kuryhmiin, joissa he työskentelevät pareittain (Parit tarkistavat, Taulukko
1). Toinen oppilas laskee tehtävää selittäen, miten etenee ja toinen opastaa
ja tarkistaa vastauksen. Tällöin oppilaat joutuvat toimimaan toistensa opet-
tajana ja pohtimaan uutta asiaa syvällisemmin kuin vain oikeaan vastauk-
seen pyrkiessään. Kun kumpikin oppilas on saanut laskea yhden tehtävän,
tarkistavat parit keskenään, ovatko he päätyneet samanlaisiin ratkaisuihin.
Tarkistusvaiheessa oppilaat voivat havaita ja pohtia toisenlaisia ratkaisu- ja
ajattelutapoja. Laskeminen voidaan myös suorittaa STAD-menetelmän avul-
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la, jolloin ryhmä on edellä mainittua tapaa riippuvaisempi toistensa osaami-
sesta ja ymmärtämisestä.
7 Raportti lukiossa suoritetusta testauksesta
7.1 Yleistä
Kaksi opetuspaketin tehtäväkokonaisuutta sekä yksi oppimispeli toteutettiin
eräässä helsinkiläisessä lukiossa Polynomifunktiot-kurssilla. Oppilaat käytti-
vät normaalisti Pitkä matematiikka -sarjan kirjaa. Testiluokassa oli 27 op-
pilasta, joista 12 oli tyttöjä. Testaukseen liittyneet tuntisuunnitelmat sekä
tehty kysely löytyvät liitteestä I. Epäyhtälötehtävä on opetuspaketin sivulla
58 ja polynomilaskennan tehtävät löytyvät liitteestä F.
7.2 Epäyhtälön ratkaiseminen
Ensimmäinen testaus suoritettiin kurssin toisella ja kolmannella tunnilla.
Paikalla oli 24 oppilasta, joista 12 oli tyttöjä. Opetuksen aiheena oli ensim-
mäisen asteen epäyhtälö. Ryhmän opettaja oli kertonut oppilaille ensimmäi-
sellä tunnilla, että seuraavat tunnit tulisi pitämään Pro gradu -tutkielmansa
opetuspakettia testaava opiskelija.
Tuntien eteneminen. Tunti aloitettiin lyhyellä esittelyllä, jossa oppilaille
kerrottiin testaajan taustasta. Tämän jälkeen tarkistettiin kotitehtävät op-
pilaille tuttuun tapaan. Halukkaat saivat tulla laskemaan yhden tehtävän
taululle, jonka jälkeen ratkaisuja tarkasteltiin yhdessä. Seuraavaksi oppilaille
kerrottiin testaukseen liittyvän tehtävän idea, ja oppilaat jakautuivat parei-
hin. Käytännössä oppilaat työskentelivät vieressään istuvan oppilaan kans-
sa, sillä pulpetit oli valmiiksi järjestetty parijonoihin. Tehtävä heijastettiin
piirtoheittimellä seinälle. Muutaman oppilaan oli vaikea nähdä tekstiä, jo-
ten testaaja avusti heitä tehtävän lukemisessa. Sekä testaaja että opettaja
kiersivät luokassa oppilaiden työskennellessä. Jos jokin pareista ei näyttänyt
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tekevän mitään, testaaja kyseli heiltä, saivatko he laskut laskettua ja mitä he
olivat huomanneet aktivoidakseen oppilaita keskustelemaan. Suurin osa op-
pilaista selviytyi tehtävästä omin avuin, mutta osa oppilaista ei huomannut
epäyhtälön suunnan vaihtuvan sekä kerrottaessa että jaettaessa negatiivisella
luvulla.
Kun parit olivat saaneet tehtävän tehdyksi, koottiin saadut tulokset yhdessä
taululle siten, että testaaja pyysi sattumanvaraisesti joitakin oppilaita kerto-
maan omista havainnoistaan. Tämän jälkeen testaaja laski taululle muuta-
man esimerkin ensimmäisen asteen epäyhtälön ratkaisemisesta kysyen oppi-
lailta, miten he etenisivät ratkaisussa. Lopputunnin oppilaat laskivat kirjan
tehtäviä. Heille annettiin mahdollisuus jatkaa parin kanssa työskentelyä, jos-
kaan tähän ei erityisesti johdateltu. Lopputunnista testaaja jakoi oppilaille
kotitehtävät sekä lyhyen kyselyn tunnin lopussa palautettavaksi.
Kyselyn tulokset. Peruskoulun päättötodistuksen arvosanat jakautuivat
seuraavasti: arvosanan 10 oli saanut 50 % pojista ja 58 % tytöistä, arvo-
sanan 9 oli saanut 50 % pojista ja 42 % tytöistä. Ensimmäisessä kohdassa
kysyttiin, ymmärsikö oppilas tehtävän. Suurin osa oppilaista vastasi ”Tiesin,
mitä piti tehdä.” Neljä tyttöä sekä yksi poika vastasi ”Aluksi en ymmärtänyt
tehtävää.” Toisessa kohdassa kysyttiin, kuinka monta kertaa oppilaalla oli
ollut mahdollisuus puhua. 58 % oppilasta kertoi saaneensa puhua viisi ker-
taa tai useammin. Kohdan ”Kolmesta neljään kertaan” valitsi kaksi poikaa.
Kaksi poikaa ja viisi tyttöä valisivat kohdan ”Yksi tai kaksi kertaa” ja yksi
poika valitsi vaihtoehdon ”Ei kertaakaan”. Kysymyksen numero kolme vas-
tausten jakaututuminen kysymyksen numero kaksi vastausten suhteen löytyy
Taulukosta 2 sivulta 74.
Kaikki oppilaat kertoivat tulleensa parinsa kanssa toimeen. Tämä johtunee
osittain siitä, että he saivat muodostaa parit vapaasti.
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Kunka monta kertaa sinulla oli mahdol-
lisuus puhua työskentelyn aikana?
Lkm Jos puhuit vähemmän kuin olisit halun-
nut, niin mistä tämä johtui?
Ei kertaakaan 1 Puhuin juuri niin paljon kuin halusin-
kin.
Yksi tai kaksi kertaa 7 Puhuin juuri niin paljon kuin halusin-
kin.
Kolmesta neljään kertaan 1 Puhuin juuri niin paljon kuin halusin-
kin.
1 Ei vastusta.
Viisi kertaa tai useammin 7 Puhuin juuri niin paljon kuin halusin-
kin.
1 En ollut kiinnostunut ongelmasta.
1 En ollut kiinnostunut ongelmasta ja en
voinut tänään hyvin.
5 Ei vastausta.
Taulukko 2: Puheen määrä ja siihen vaikuttavat syyt
7.3 Polynomilaskennan kertaus
Ryhmän oma opettaja piti seuraavalla viikolla kaksoistunnin aiheesta Funk-
tio. Testaustunnit jatkuivat tämän jäkeen yksöistunnilla sekä kaksoistunnilla.
Yksöistunnilla paikalla oli 26 oppilasta ja kaksoistunnilla 24 oppilasta. Kum-
mallakin kerralla luokan pulpetit oli valmiiksi järjestetty kuuteen neljän ja
yhteen kolmen hengen ryhmään. Oppilaat asettuivat heti tunnille tullessaan
omaan ryhmäänsä, jotka oli muodostettu mahdollisimman heterogeenisesti
oppilaiden sukupuolen ja peruskoulun päättötodistuksen matematiikan arvo-
sanan mukaan. Myös oppilaiden normaali istumajärjestys otettiin huomioon
siten, että vierekkäin istuvat oppilaat eivät olleet samassa ryhmässä.
Yksöistunnin aluksi tarkistettiin kotitehtävät edellisen testaustunnin tapaan.
Tämän jälkeen testaaja esitti taululla muutaman esimerkkilaskun, jonka jäl-
keen oppilaille selitettiin työskentelyn periaatteet. Oppilaat työskentelivät
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lopputunnin ryhmissä ja pareittain laskien tehtävämonisteen laskuja. Koti-
tehtäväksi annettiin monisteen tehtävät 1A-6A/1B-6B, mikäli niitä ei oltu
saatu tunnilla laskettua.
Kaksoistunnin aluksi pelattiin Särkyneet ympyrät -peliä. Testaaja selitti pe-
lin idean käyttämällä apuna kirjallisia ohjeita (liite D.1), jotka heijastettiin
videotykillä kankaalle. Oppilaat selvittivät pelin nopeasti ja siihen kului aikaa
alle viisi minuuttia. Keskusteluun kului aikaa saman verran. Oppilaat havait-
sivat, että pelin ideana oli harjoitella toisten oppilaiden tarpeiden huomioi-
mista. Tämän jälkeen oppilaat tarkistivat kotitehtävänsä ryhmissä keskustel-
len ja pohtien. Testaaja esitti muutaman esimerkin taululla, minkä jälkeen
ryhmät jatkoivat tehtävämonisteen tehtäviä laskien. Kun ryhmä oli saanut
monisteen laskettua, heille jaettiin toinen tehtävämoniste.
Työskentelyn sujuminen. Yksöistunnilla kaikki ryhmät työskentelivät in-
nokkaasti ja keskustelivat hyvin oman parinsa kanssa. Kaikki oppilaat se-
littivät ratkaisunsa vaiheita omalle parilleen, minkä jälkeen toinen tarkasti
vastauksen. Jos vastaus oli eri kuin vastausmonisteessa, pari pohti tehtävää
uudelleen ja kysyi tarvittaessa neuvoa ryhmänsä toiselta parilta. Kolmen
hengen ryhmissä (kaksi kappaletta) toiminta jakaantui selvästi muita ryhmiä
epätasaisemmaksi. Toisessa ryhmässä kolmas laskija jäi osittain ulkopuolel-
le, mutta avusti muita, jos heille tuli ongelmia. Toisessa yhteistyö sujui pa-
remmin – oppilaat olivat selvästi jakautuneet kahdeksi A-sarjan laskijaksi ja
yhdeksi B-sarjan laskijaksi, jolloin myös tarkistaminen ja keskustelu sujui
paremmin.
Testaajalta (ja opettajalta) pyydettiin apua muutaman kerran. Tällöin paria
kannustettiin ensin kysymään ryhmältään. Testaaja palasi hetkeä myöhem-
min kuulemaan, oliko ongelma selvinnyt. Yksöistunnilla lisäapua ei tarvittu,
mutta kaksoistunnilla tuli muutamissa kohdin sellaisia ongelmia, joihin ryh-
mäkään ei ollut osannut vastata.
Kaksoistunnin työskentely oli hieman edellistä tuntia laimeampaa. Oppilai-
den poissaolojen takia kolmen hengen ryhmiä oli yhteensä kolme kappaletta,
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joista kaksi oli edellisellä tunnilla toiminut neljän hengen ryhmänä. Erityi-
sesti näissä kahdessa ryhmässä oli selvästi ongelmia muokata työskentelyta-
paa niin, että kolmaskin oppilas pääsi mukaan. Kaikki ryhmät keskustelivat
ja neuvottelivat vähemmän kuin edellistunnilla, mutta työskentely sujui sil-
ti. Testaajan (ja opettajan) apua tarvittiin kaksoistunnilla useammin, sillä
kaikki oppilaat eivät enää jaksaneet kysyä ryhmältään, vaan pitivät testaa-
jalta/opettajalta kysymistä helpompana. Erityisesti tytöt pyysivät mieluum-
min suoraan opettajalta apua. Osa oppilaista turhautui, jos heitä pyysi ensin
kysymään neuvoa ryhmältä. Tunnin lopuksi pidettiin lyhyt koe, jonka tar-
koituksena oli mitata oppilaiden polynomilaskentataitoja. Kokeen tehtävät
oli valittu kattamaan mahdollisimman laajasti tehtävämonisteissa esiintyvät
tehtävätyypit.
Kokeen tulokset. Kokeen pisteiden keskiarvo oli 4,23 pistettä, kun mak-
simipistemäärä oli 7 pistettä. Pienin saatu pistemäärä oli 1 ja suurin 6,5











Taulukko 3: Oikeiden vastausten lukumäärä
Useista tehtävän 1. b) vastauksista puuttui luvun 4 toiseenkorotus tai se oli
tehty väärin. Osa tarjosi myös ratkaisua 16x5. Tehtävässä 1. c) olivat muu-
tamat oppilaat unohtaneet suorittaa kertolaskun
1
2
· 8. Tehtävässä 2. oli yl-
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lättävän moni oppilas unohtanut hakasulkeen edessä olevan miinus-merkin
vaikuttavan myös termiin −(−a2 − 1), jolloin vastaukseksi tuli 3a2 + 2. Yl-
lättävää oli myös tehtävän 3. kohdalla tehty yleinen virhe. Moni oppilas oli
kertonut yhteenlaskettavat termit luvulla kolme eli käsitellyt laskutoimitusta
kuin yhtälöä. Tehtävässä 4. oli muutama oppilas supistanut suoraan termit
4s ja 6s pois, jolloin jäljelle jäi laskutoimitus
2− 2
3− 3 = 0. Tehtävän 5. epäyhtä-
lössä vaikeimmaksi osoittautui termin −1 + 4x
2
edessä oleva miinus-merkki.
Useimmat oppilaat kertoivat epäyhtälön molemmat puolet ensin luvulla kak-
si ja saivat epäyhtälön 6x− 1 + 4x < 4x. Vain kaksi oppilasta oli unohtanut
muuttaa epäyhtälön suuntaa jakaessaan negatiivisella luvulla.
Oppilaiden pohjapisteiden sekä kokeen pistämäärän perusteella lasketut ke-
hityspisteet määräsivät ryhmien kokonaispisteet. Neljä ryhmää seitsemästä
sai 30 pistettä ja kolme ryhmää 20 pistettä.
Laskemisen päätteeksi ennen koetta testaaja kysyi suullisesti oppilaiden mie-
lipiteitä kokeillusta ryhmätyöskentelystä. Oppilaat kertoivat laskemisen tun-
tuneen helpommalta parin kanssa, kun apua ja neuvoa saattoi kysyä heti.
Eräs oppilas kertoi, ettei hän olisi osannut laskea montakaan laskua itsenäi-
sesti ja esimerkiksi kotitehtävien tekeminen oli tuottanut ongelmia. Ryhmän-
sä avulla hän kuitenkin pystyi suoriutumaan tehtävistä. Muutama oppilas
kommentoi, että aina ei ollut ihan selvää, mitä piti tehdä. Yksi oppilas sanoi,
että kokeilu tuntui enemmän yhteistyötaitojen testaukselta kuin matematii-
kan opiskelulta. Suurin osa oppilasta oli valmiita työskentelemään vastakin
ryhmissä.
7.4 Pohdintaa
Testaus sujui enimmiltä osin suunnitellusti. Ensimmäisen kaksoistunnin pi-
täminen luokalle oli vaikeinta, sillä luokka oli testaajalle täysin uusi eikä
testaaja ollut aiemmin kokeillut yhteistoiminnallisien opetusmenetelmien so-
veltamista. Myös se, että testaaja ei ollut pitänyt oppitunteja sitten kahden
vuoden takaisen harjoittelun, vaikutti asiaan.
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Ryhmien työskentelyn innokkuuteen saattoi vaikuttaa paitsi tuntien ajan-
kohta myös se, että testauskoulun oppilaat ovat tottuneet erilaisiin työmene-
telmiin ja opettajan vaihtumiseen. Oppilaat suhtautuivat kokeiluun erittäin
myönteisesti ja aloittivat työskentelyn heti. Ensimmäinen kaksoistunti oli per-
jantaina iltapäivällä kello 14-16 välisenä aikana. Yksöistunti oli aamulla kello
8-9 ja toinen kaksoistunti kello 14-16 perjantai-iltapäivänä juuri ennen syys-
loman alkua. Oppilaiden innokkuuden lasku polynomilaskennan yhteydessä
saattoi siis osaltaan johtua myöhäisestä ajakohdasta sekä alkavasta lomasta.
Pohjapisteet perustuivat oppilaiden peruskoulun päättötodistuksen matema-
tiikan arvosanaan. Tutkimuksen kannalta olisi kuitenkin ollut arvokkaampaa
saada etukäteen tietoon oppilaiden ensimmäisen lukion pitkän matematiikan
kurssin arvosana. Arvosanat eivät kuitenkaan olleet vielä kaikkien oppilaiden
tiedossa. Näissä arvosanoissa olisi todennäköisesti ollut enemmän hajontaa ja
ne olisivat kertoneet todenmukaisemmin oppilaiden tämänhetkisestä osaami-
sesta. Toinen vaihtoehto olisi ollut teettää alkutesti polynomilaskennasta ja
laskea pohjapisteet näistä saatujen arvosanojen perusteella. Ryhmäpisteiden
laskemista vaikeutti se, että muutaman kokeeseen osallistuneen oppilaan ar-
vosana, pohjapisteet, ei ollut tiedossa sekä se, että kolme oppilasta oli poissa
viimeiseltä tunnilta.
Edellä mainituista syistä johtuen on vaikea sanoa, mitkä ryhmät menestyi-
vät selkeästi parhaiten. Siksi on myös vaikea arvioida sitä, miten ryhmien
toimivuus laskemisen aikana vaikutti ryhmän menestymiseen kokeessa. Kui-
tenkin kolme testaajan mielestä erinomaisesti toiminutta ryhmää sai kukin
30 ryhmäpistettä.
Kokeen tehtävät osoittautuivat vaikeustasoltaan sopiviksi, mutta tehtävä 1.
a) sekä tehtävä 2. testasivat samaa asiaa. Lähes kaikki oppilaat osasivat tehdä
ensimmäisen tehtävän, mutta tehtävä 2. tuotti hankaluuksia. Useat oppilaat
olivat osanneet avata sisemmät sulkeet, mutta unohtaneet sitten toisten sul-
keiden edessä olevan miinusmerkin vaikuttavan laskuun. Tehtävän 2. pistey-
tys olisi voitu toteuttaa niin, että oppilas saa puoli pistettä, jos on osannut
laskea osan tehtävästä oikein ja yhden pisteen, jos koko tehtävä on kokonaan
8 Johtopäätökset 79
oikein. Tehtävä 5. testasi ensisijaisesti polynomien laskusääntöjen osaamista.
Jos sen halutaan testaavan myös epäyhtälön ratkaisutaitoja, on epäyhtälön
vasenta puolta syytä muuttaa esimerkiksi muotoon
3x
2
− (1 + 4x).
Kokemuksen mukaan tehtävänantoon on kiinnitettävä erityistä huomiota. Sii-
hen kannattaa käyttää aikaa, jotta työskentely lähtisi sujumaan vaivattomas-
ti. Lisäksi tuntien suunnittelussa kannattaa huomioida se, että kun oppilaat
istuvat ryhmissään, on osa oppilaista ainakin osittain selkä taulua kohti, jol-
loin opetuksen seuraaminen ja muistiinpanojen tekeminen vaikeutuvat. Tes-
tauksessa taululla tapahtuvan opetuksen määrä oli mahdollisimman vähäi-
nen eikä oppilaiden ollut tarkoitus tehdä muistiinpanoja. Työskentelyn aika-
na opettajan on syytä tarkkailla erityisesti kolmen hengen ryhmien työsken-
telyä sekä kannustaa heitä yhteistyöhön.
8 Johtopäätökset
Yhteistoiminnallisesti voidaan opettaa kaikkia aineita ja mikä tahansa teh-
tävä voidaan muokata yhteistoiminnalliseksi [10, s. 102–103]. Pro gradu -tut-
kielmassa esitellyt tehtävät antavat esimerkin ja mallin siitä, miten kirjoissa
esiintyviä matematiikan tehtäviä voidaan muokata yhteistoiminnallisemmik-
si. Teoriaosuus antaa pohjan opettajan tietämykselle yhteistoiminnallisen op-
pimisen periaatteista sekä niiden soveltamisesta. Menetelmän taitava käyttö
edellyttää käsitteellistä ymmärtämistä. Vasta silloin, kun opettajan käsitteel-
linen ymmärtämys kehittyy, on opettajalla mahdollisuus menestyksekkäästi
käyttää uutta menetelmää.
Yhteistoiminnalliset opetusmenetelmät soveltuvat tutkimusten mukaan ma-
tematiikan opetukseen niin peruskoulussa kuin lukiossakin. Opettajan on
mietittävä tarkkaan, mitä menetelmää hän kulloinkin käyttää. Aluksi opetta-
jan tulee miettiä, mikä on opetettava asiakokonaisuus ja millaisia tavoitteita
hän haluaa oppilailleen asettaa. Vasta tämän jälkeen on podittava menetel-
mää. Yhteistoiminnallinen palapeli soveltuu hyvin sellaisten asioiden opette-
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luun, missä tehtävä voidaan mielekkäällä tavalla jakaa neljään osaan siten,
että osat täydentävät ja tukevat toisiaan. Matematiikassa asiat rakentuvat
kuitenkin usein kumulatiivisesti, mikä rajoittaa palapelimenetelmän käyttö-
mahdollisuuksia. STAD-menetelmä sen sijaan kannattaa valita silloin, kun
opeteltavasta aiheesta voidaan muodostaa sopivia asiakokonaisuuksia. Ra-
kenteellista menetelmää voidaan hyödyntää monissa eri tilanteissa. Esimer-
kiksi yksi sopivimmista ”ajattele-pari-kerro” -rakenteen käyttömahdollisuuk-
sista lienee uuden asian havainnoiminen, oppiminen oivalluksen kautta. Sitä
voidaan käyttää tunnin alussa uuteen asiaan johdalteltaessa.
Opettajan, joka haluaa hyödyntää yhteistoiminnallisuutta omassa opetuk-
sessaan, on hyvä kokeilla kaikkia yhtestoiminnallisuuteen liitettyjä menetel-
miä. Menetelmien monipuolinen käyttö tuo vaihtelua opiskeluun ja tukee eri-
laisia oppijoita sekä oppimistavoitteita. Yksittäisen yhteistoiminnallisuutta
kokeilevan lukio-opettajan on syytä miettiä, kuinka paljon hän haluaa käyt-
tää kurssin alussa aikaa oppilaiden valmentamiseen sekä ryhmätyöskente-
lyyn motivoimiseen. Opiskelijat oppinevat nopeasti, miten kunkin opettajan
kurssilla toimitaan ja millaisia työskentelymenetelmiä opettaja hyödyntää.
Jos useampi opettaja käyttää yhteistoiminnallisuutta omien kurssiensa yh-
teydessä, voivat opettajat tehdä yhteistyötä harjoittaakseen oppilaita yhteis-
toiminnallisuuteen sekä suunnitellakseen ja järjestääkseen yhteisiä tunteja ja
projekteja eri kurssien tai jopa eri aineiden välillä.
Yhteistoiminnallisen oppimisen soveltaminen korkeakouluihin on alkanut yleis-
tyä 2000-luvulla ja sen tuomat hyödyt opiskelijoiden sopeutumisessa muut-
tuvaan yhteiskuntaan on huomattu [34, s. 386]. Työskentelytavat kehittävät
opiskelijoiden vuorovaikutus- ja ryhmätyötaitoja, joita nykyajan työelämäs-
sä yhä enenevässä määrin tarvitaan sekä edistävät akateemisten tavoitteiden
saavuttamista ja aktiivista, tietoa prosessoivaa oppimista. Yhteistoiminnal-
lisuuden tuominen yliopistoon edellyttää monia muutoksia niin opettajien
kuin opiskelijoidenkin asenteissa ja mielikuvissa, sillä yliopistopedagogiikas-
sa on vahvat yksilöllisyyden perinteet. Myös arviointia tulisi kehittää yhteis-
toiminnallisuutta tukevaksi. [27, s. 309–324].
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Viitteet. Tekstistä löytyvät viitteet on merkitty hakasulkeisiin. Viite viittaa
aina edellä olevaan virkkeeseen, jos se on ennen pistettä.
Esimerkki : Suomessa tunnettaneen parhaiten Roger Johnsonin ja David John-
sonin laatimat yhteistoiminnallisen oppimisen keskeiset periaatteet [32, s. 34].
Jos viite on pisteen jälkeen, se viittaa kaikkiin edellä oleviin virkkeisiin.
Esimerkki : Rutiinitehtävän yhteydessä tärkeitä tekijöitä ovat kysyminen,
auttaminen, selittäminen, innostaminen. Käsitteellinen tehtävä vaatii oppi-
lasryhmältä avoimen tunnelman, ideoiden vaihtoa, strategioiden tekemistä ja
päättelyä. [6, s. 64].
Viitteen sisällä mainitaan ne sivut, joihin teksti perustuu. Matemaattisissa
viitteissä on lisäksi alkuperäinen lause- ja määritelmänumerointi, jos sellaista
on lähteessä käytetty.
Esimerkki : [25, Lause 3.4.3, s. 82]
Matemaattiset merkinnät.Matemaattisessa teoriaosuudessa käytetyt mer-
kinnät noudattavat matematiikassa yleisesti käytettyä muotoa. Opetuspake-
tissa käytetyt matemaattiset merkinnät vastaavat lukion oppikirjoissa ylei-
sesti käytettyjä merkintöjä.
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B Opetusparadigman muutoksen näkyminen lu-
kion matematiikan opetuksessa
Vuorovaikutuksen hyödyntäminen ja ryhmätyöskentelyn
järjestelyt lukion matematiikan oppitunneilla
Tutkimusongelmat
1. Hyödynnetäänkö vuorovaikutusta lukion matematiikan oppitunneilla?
2. Miten ryhmätyöskentely on lukion matematiikan tunneilla järjestetty?
2.1 Toteutuvatko yhteistoiminnallisen oppimisen periaatteet?
3. Mitkä ovat syyt siihen, ettei ryhmätyöskentelyä käytetä matematiikan
tunneilla nykyistä enemmän?
4. Ovatko opettajat kiinnostuneita saamaan lisäkoulutusta ryhmätyös-
kentelymenetelmien soveltamisesta matematiikan opetukseen?
5. Millaisia kokemuksia opettajilla on ryhmätyöskentelyn toteuttamisesta
lukion matematiikan oppitunneilla?
Menetelmä ja toteutus. Ryhmätyön toteutusta lukion oppitunneilla tutkittiin
Espoon, Helsingin, Kauniaisten ja Vantaan suomenkielisissä päivälukioissa.
Otoksen muodostivat yhteensä 186 matematiikan opettajaa 35 lukiosta. Tut-
kimusaineisto kerättiin sähköpostitse lähetetyllä kyselylomakkeella maalis-
kuussa 2005. Kyselyn vastausprosentiksi muodostui 25,8 (48 opettajaa, jois-
ta 29 oli naisia ja 19 miehiä).
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C Lukion opetussuunnitelman perusteet 2003
Opetuksen tavoitteet
Matematiikan pitkän oppimäärän opetuksen tavoitteena on, että opiskelija
• tottuu pitkäjänteiseen työskentelyyn ja oppii sitä kautta luottamaan
omiin matemaattisiin kykyihinsä, taitoihinsa ja ajatteluunsa
• rohkaistuu kokeilevaan ja tutkivaan toimintaan, ratkaisujen keksimi-
seen sekä niiden kriittiseen arviointiin
• ymmärtää ja osaa käyttää matematiikan kieltä, kuten seuraamaan ma-
temaattisen tiedon esittämistä, lukemaan matemaattista tekstiä, kes-
kustelemaan matematiikasta, ja oppii arvostamaan esityksen täsmälli-
syyttä ja perustelujen selkeyttä
• oppii näkemään matemaattisen tiedon loogisena rakenteena
• kehittää lausekkeiden käsittely-, päättely- ja ongelmanratkaisutaito-
jaan
• harjaantuu käsittelemään tietoa matematiikalle ominaisella tavalla, tot-
tuu tekemään otaksumia, tutkimaan niiden oikeellisuutta ja laatimaan
perusteluja sekä arvioimaan perustelujen pätevyyttä ja tulosten yleis-
tettävyyttä
• harjaantuu mallintamaan käytännön ongelmatilanteita ja hyödyntä-
mään erilaisia ratkaisustrategioita





Särkyneet ympyrät -peli perustuu Alex Bavelasin (1973) kehittämään peliin
Särkyneet neliöt. Pelin kehittäjinä ovat toimineet Nancy Graves ja Ted Gra-
ves (1985). Ohje on Elizabeth G. Cohenin teoksesta Designing Groupwork [6,
s. 163–167].
Pelin idea ja tavoite. Luokka jaetaan 3-6 hengen ryhmiin. Jokainen ryhmän
jäsen saa kirjekuoren, jossa on ympyrään kuuluvia palasia. Tavoitteena on,
että jokainen ryhmän jäsen saa koottua palasista samankokoisen ympyrän.
Ryhmän jäsenet eivät saa puhua pelin aikana eivätkä he saa ottaa toisen
jäsenen paloja. He voivat vain antaa yhden palan kerrallaan toiselle jäsenelle.
Ohjeet oppilaille. Jokainen saa kirjekuoren, jossa on kaksi tai kolme pa-
lapelin palaa. Älä vielä avaa kuorta. Pelin tavoitteena on yhdistellä paloja
niin, että jokaisella ryhmän jäsenellä on pelin lopussa edessään kokonainen
ympyrä. Pelissä on muutamia sääntöjä:
1. Pelin aikana on oltava täydellinen hiljaisuus. Puhe ei siis ole sallittua.
2. Et saa herättää toisen oppilaan huomiota esimerkiksi käsilläsi.
3. Jokaisen pelaajan täytyy itse koota oma ympyränsä. Toinen pelaaja ei
saa näyttää, miten ympyrä kootaan tai koota sitä toisen puolesta.
4. Et saa ottaa palaa toiselta pelaajalta, mutta saat antaa omia paloja-
si pois yhden kerrallaan kenelle tahansa ryhmäsi jäsenistä. Antaessasi
palan toiselle pelaajalle, älä aseta sitä mielestäsi oikealle paikalle vaan
ojenna se toiselle tai aseta se muiden palojen viereen.
Ottakaa nyt palat kuoresta ja asetelkaa ne eteenne. Tämä on ryhmätehtävä
ja teillä on 10 minuuttia aikaa koota ympyrät annettujen ohjeiden mukaisesti.
Muistakaa, että tehtävä on suoritettu vasta sitten, kun ryhmänne jokaisella
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jäsenellä on edessään kokonainen ympyrä. Kun olette valmiit, nostakaa kä-
tenne ylös. (Jos yksi ryhmistä saa tehtävän nopeasti valmiiksi, voit pyytää
heitä miettimään, onko olemassa toista tapaa koota ympyrät.)
Keskustelu. Kun kaikki ryhmät ovat saaneet ympyrät koottua tai annet-
tu aikaraja on umpeutunut, opettajan tulee auttaa oppilaita havainnoimaan
muutamia tärkeitä tapahtumia ja analysoimaan, miksi näin tapahtui ja yleis-
tämään ne muihin ryhmätöihin. Seuraavat kysymykset voivat helpottaa kes-
kustelua:
• Mistä pelissä oli kysymys?
• Mitä mieltä olet siitä, mitä ryhmässäsi tapahtui?
• Mitkä toiminnoistasi auttoivat sinua menestymään tehtävän ratkaise-
misessa?
• Mitkä toiminnoistasi vaikeuttivat tehtävän tekemistä?
• Miten ryhmä voisi toimia tulevaisuudessa paremmin?
Auta oppilaita kertomaan tapahtumista konkreettisesti ja muodostamaan
niistä yleistyksiä sekä kertomaan, mitä he tehtävästä oppivat. Tehtävässä on
mahdollista joutua tilanteeseen, jossa yksi ryhmän jäsenistä saa oman ym-
pyränsä valmiiksi eikä sen jälkeen suostu luovuttamaan omia palojaan pois.
Tämä vastaa yhteistoiminnallisessa ryhmätyössä tilannetta, jossa yksi jäsen
yrittää tehdä tehtävän yksin auttamatta muita ryhmän jäseniä.
Painota keskustelussa kahta päätoimintatapaa: Huomioi toisen jäsenen tar-
peet. Kukaan ei ole saattanut tehtävää valmiiksi ennen kuin koko ryhmä on
valmis.
Pelin valmistus. Kuvassa D.1 on esitetty tarvittavat palat. Yhden ryhmän
peli koostuu 15 palasta, joista muodostuu kuusi ympyrää. Neljän palan si-
jainti riippuu siitä, kuinka monta jäsentä ryhmässä on. Esimerkiksi, jos ryh-
mässä on kuusi jäsentä sijoita 6-F merkityt palat F-kirjekuoreen ja 6-E mer-
kityt palat E-kirjekuoreen ja niin edelleen. Sijoita kirjaimilla merkityt kuoret
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yhteen isoon kuoreen, joka siis luovutetaan ryhmälle. Kaikkien ympyröiden
tulee olla samankokoiset. Jokaisella ryhmällä tulee olla eriväriset ympyrät,



















Kuva 5: Särkyneet ympyrät
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Pelin ohje on Elizabeth G. Cohenin teoksesta Designing Groupwork [6, s.
172–175].
Pelin idea ja tavoite. Oppilaiden tulee päätellä 3 × 3 -ruudukon väritys
tekemällä kysymyksiä ruudukon laatijalle. Ruudukon väritys on suunniteltu
tiettyjä sääntöjä noudattaen. Näiden sääntöjen perusteella ryhmän tulee kes-
kustella ja päättää, mikä kysymys auttaisi parhaiten ryhmää selvittämään
ruudukon väritys.
Materiaali.
Värillisiä paperineliöitä jokaiselle ryhmän jäsenelle
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Neljä kappaletta jokaisesta väristä, joita neljä (enemmän kuin ratkaisu vaatii)
3 × 3 -ruudukko
Eteneminen. Ryhmän jäsenet voivat vuorotella suunnittelijan roolissa. Ryh-
mien koko voi vaihdella kolmesta viiteen oppilaaseen. Suunnittelija voi toi-
mia myös tarkkailijana. Suunnittelija värittää ruudukon käyttämällä kolme
ruutua jokaisesta väristä.
Sääntö: Samaa väriä olevien ruutujen tulee olla yhteydessä vähintään
yhden sivun kanssa.









Pelin tavoitteena on värityksen selvittäminen esittämällä mahdollisimman
vähän kysymyksiä. Siksi ryhmän tulee keskustella ja päättää kysymyksestä
ennen sen esittämistä suunnittelijalle. Keskustelussa oppilaiden tulisi kertoa
oma päättelyketjunsa ja selittää, miksi juuri sen avulla saataisiin eniten tie-















Kuva 7: Sääntöjen vastaiset väritykset
• Keskustele ja päätä.
• Perustele ehdotuksesi.
Kysymyksien ja vastauksien säännöt:
• Pelaajat kysyvät yksittäisessä rivissä tai pylväässä esiintyviä värejä.
• Suunnittelija kertoo värit, mutta ei niiden järjestystä.
• Jokaisen ryhmän jäsenen tulisi rakentaa vihjeiden perusteella omaa
ruudukkoansa.
• Neliöt voidaan sijoittaa rivin tai pylvään viereen ennen järjestyksen
selviämistä.
Jos peli vaikuttaa liian helpolta, voidaan käyttää 4 × 4 -ruudukkoa.
Keskustelu. Tarkkailijan (suunnittelijan) tehtävänä on merkitä keskuste-
lun aikana annettujen perustelujen määrä. Tarkkailijan tulisi myös seurata
keskutelun tasoa huomioimalla, kuinka paljon ryhmä todella keskutelee vaih-
toehdoista ennen kysymyksen esittämistä. Kun kaikki ryhmät ovat pelanneet
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muutaman kierroksen, opettaja kehottaa tarkkailijoita raportoimaan havain-
noistaan. Luokan tehtävänä on pohtia, miten keskustelua ja perusteluja voi-
taisiin parantaa. Tämän jälkeen pelaaminen jatkuu, kunnes kaikki ryhmän
jäsenet ovat saaneet toimia suunnittelijana ja tarkkailijana.
Tehtävän lopuksi kaikki viimeisen kierroksen tarkkailijat voivat keskutella
luokan edessä siitä, miten ryhmissä tapahtuva keskustelu ja perustelujen an-
taminen olivat parantuneet edellisiin kertoihin verrattuna. Vaihtoehtoisesti
oppilaat voivat kirjoittaa, mitä he tehtävästä oppivat.




a) 1 < 13 b) −5 < 7 c) −15 < 45 d) 1 > −3
2.)
a) −4 < 14 b) −2 < 8 c) −2 < 4 d) 30 > −60
6.4
1.
a) [15, s. 65] b) [17, s. 49] c) [17, s. 50]
−5x2 = 0 5x2 − 20 = 0 3x2 + 9 = 0
x2 = 0 5x2 = 20 3x2 = −9




















c) [17, s. 50]






3. Kohdassa a) funktion kuvaaja kulkee origon kautta ja sen yhtälöllä on yksi
ratkaisu x = 0. b)-kohdassa yhtälöllä on kaksi ratkaisua x = ±2 ja funktio
leikkaa x-akselin kohdissa x = −2 ja x = 2. Kohdassa c) yhtälöllä ei ole
ratkaisua, funktion kuvaaja ei leikkaa x-akselia. Toisen asteen yhtälöllä voi
olla enintään kaksi ratkaisua, koska sen kuvaaja on paraabeli.






a) Noin pisteessä (3, 4;−4, 7)
b) Noin −0, 4 ja 7, 4
c) 0, 3x2 − 2, 1x− 1 < 0, kun (likimääräisesti) −0, 4 < x < 7, 4,
ja 0, 3x2 − 2, 1x− 1 < 0, kun (likimääräisesti) x < −0, 4 tai x > 7, 4.
6.5
1.-4. & 5. [17, s. 80]
Polynomifuktiolla, jonka asteluku on n, on seuraavat ominaisuudet:
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- Funktiolla on korkeintaan n nollakohtaa
- Funktion merkki voi vaihtua vain ohitettaessa nollakohta.
- Jos asteluku n on pariton, nollakohtia on vähintään yksi.
- Jos asteluku n on parillinen, nollakohtia ei välttämättä ole.
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5. Ratkaise epäyhtälö.
















5. x > −1
2




3xy2 − 7xy2 + 2y2x+ 3x2y 5r2 − 8r − r2 + 6
2A 2B
Merkitse ja laske polynomien Merkitse ja laske polynomien
x2 − 4x+ 1 ja −x2 + x− 3 x3−3x2+2x−1 ja−3x3+2x2−2x+5
a) summa. a) summa.






















x) 3x(2y + 3)− y(3x− 2)
5A 5B
Ratkaise yhtälö. Ratkaise yhtälö.








Ratkaise epäyhtälö. Ratkaise epäyhtälö.
1− x− 6
2












a) x2 + x a) 2x2 − 6x
b) 8x3 + 6x2 + 2x b) x4 + 4x3 − x2









a) (−a3 + a2)(a6 − a4) a) (x+ 2)(x2 − x+ 4)
b) x2(3x+ 1)(x− 2) b) 7(x− 3)(x+ 1)
10A 10B
Laske. Laske.
(5−√3)(1 +√3) (√3 + 5√2)(4√3−√2)
Vastausmoniste 1
1A 1B
−2y2x+ 3x2y 4r2 − 8r + 6
2A 2B
a) −3x− 2 a) −2x3 − x2 + 4




























a) x(x+ 1) a) 2x(x− 3)







a) −a9 + a8 + a7 − a6 a) x3 + x2 + 2x+ 8










sa erottamalla termien yhteiset
tekijät.
Ilmaise polynomi tulomuodos-
sa erottamalla termien yhteiset
tekijät.
a) 6x6 − x2 a) xn+2 − x2
b) xn+2 − xn b) x2n − xn
12A 12B
Laske. Laske.
a) (x− 3)(x− 4)− (x+ 5)(x− 2) a) x(x+ 6)(x− 1)− (x− 2)(x− 4)





)(−x2 + 3x)− 1 a) 2
3








b) 4x2(−5ax3) b) 2x3(−4x2)
F Polynomilaskennan kertaus -osan monisteet 103
14A 14B
Laske. Laske.
a) (x+ 4)(x− 4) a) (2a+ 3)(2a− 3)
b) (−x+ 1)(−x− 1) b) (−0, 6− x)(−0, 6 + x)
15A 15B
Laske. Laske.
(a+ 2)2 (x− 3)2
16A 16B
Jaa polynomit tekijöihin. Jaa polynomit tekijöihin.
a) 2x2 − 4xy a) lumi+ suli









a) x2(6x4 − 1) a) x2(xn − 1)
b) xn(x2 − 1) b) xn(xn − 1)
12A 12B
a) −10x+ 22 a) x3 + 4x2 − 8
b) −x3 + 5x2 b) 2t3 − 3t2
13A 13B






b) −20ax5 b) −8x5
14A 14B
a) x2 − 16 a) 4a2 − 9
b) x2 − 1 b) 0, 36− x2
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15A 15B
a2 + 4a+ 4 x2 − 6x+ 9
16A 16B
a) 2x(x− 2y) a) lui(m+ s)







Juliste ja sen esittäminen
hyvä heikko puuttuu




Lopputulosten ja johtopäätösten selittäminen
































Raportin rakenteen verbaalinen muotoilu
Kielen moitteettomuus
Visuaalisuus ja ulkoasu


















Ympyröi vaihtoehdoista se, joka mielestäsi parhaiten kuvaa sinua. Muista,
että tämä ei ole testi eikä kysymyksiin ole oikeita vastauksia.




d) Ei kovin kiinnostava.
e) Ei lainkaan kiinnostava.




d) Ei liian vaikea, siis juuri sopiva.
e) Erittäin helppo.
3. Ymmärsitkö, mikä ryhmän tehtävä oli?
a) Tiesin, mitä piti tehdä.
b) Aluksi en ymmärtänyt tehtävää.
c) Se ei koskaan selvinnyt minulle.
4. Kuinka monta kertaa sinulla oli mahdollisuus puhua ryhmätyön aikana?
a) Ei kertaakaan.
b) Yksi tai kaksi kertaa.
c) Kolmesta neljään kertaan.
d) Viisi kertaa tai useammin.
5. Jos puhuit vähemmän kuin olisit halunnut, niin mistä tämä pääasiassa
johtui? Voit valita useamman kohdan.
a) En uskaltanut kertoa ideoitani.
b) Joku keskeytti minut.
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c) Minulle ei annettu mahdollisuutta sanoa mielipidettäni.
d) Puhuin juuri niin paljon kuin halusinkin.
e) Kukaan ei kiinnittänyt huomiota siihen, mitä sanoin.
f) En ollut kiinnostunut ongelmasta.
g) En voinut tänään hyvin.
6. Tulitko toimeen kaikkien kanssa?
a) Harvan kanssa.
b) Muutaman kanssa.
c) Suurimman osan kanssa.
d) Kaikkien kanssa.
e) En kenenkään kanssa.




d) Kaikki, paitsi yksi.
e) Kaikki.
Osa B
1. Kuka puhui tänään ryhmässäsi eniten?
2. Kuka puhui tänään ryhmässäsi vähiten?
3. Kenellä oli tänään ryhmässäsi parhaat ideat?
4. Kuka ohjasi eniten keskustelua?
5. Haluaisitko työskennellä uudestaan tässä ryhmässä? Jos et, niin miksi?
6. Kuinka hyvin arvioisit avustajan tänään toimineen ryhmässäsi?
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H Ongelmanratkaisutehtävän raportin arvioin-
tikriteerit
Raportin osat Sisältö Pisteet
Tiivistelmä Ongelman esittely, sen lähtökohdat ja loppu-
tulokset, tehtävän merkityksen arvioiminen
14
Muotoilu Yksinkertaistavat oletukset, tärkeimmät yksi-
tyiskohdat, selostus käytetyistä malleista sekä
siitä, miten ne seuraavat oletuksia
14
Tiedot Tiedon lähteet ja kokeellisten tutkimusten ku-





Yhtälöiden ja muiden matemaattisten relaa-
tioiden muotoilu sekä käytettyjen muuttujien
määriteleminen
6
Alkuperäisen ongelman matemaattinen muoto
mallin avulla
6
Matemaattisen ongelman ratkaiseminen 6
Tuloksen tulkitseminen 8






Mallin parantaminen esitetyn kritiikin pohjal-
ta
6
Parannetun mallin antama tulos 4











Ensimmäisen asteen epäyhtälön ratkaiseminen
Perjantai 6.10. klo 14.25-15.55
Esittely (5 min.)
• Outi Vanhanen
• Opiskelen Helsingin yliopistossa matematiikan laitoksella, valmistun tä-
män vuoden lopussa.
• Teen pro gradu -tutkielmaa, johon olen suunnitellut yhteistoiminnalli-
sen opetuspaketin lukion pitkän matematiikan Polynomifunktiot-kurssille.
• Opetan tänään tunnin verran ja ensi viikolla torstaina ja perjantaina.
• Tänään aiheena on epäyhtälö.
Kotitehtävien tarkistaminen (10 min.)
• Vapaaehtoiset oppilaat laskevat kukin yhden tehtävän taululle, minkä
jälkeen tehtävät käydään läpi.
Tehtävänanto(5 min.)
• Oppilaat jakautuvat pareiksi ja asettuvat siten, että voivat keskustella.
• Annan kaksi tehtävää, päättäkää kumpi tekee tehtävän 1. ja kumpi
tehtävän 2.
• Laske tehtävä ensin itseksesi omaan vihkoosi.
• Kun olette kumpikin tehneet oman tehtävänne, kertokaa saamistanne
tuloksista toisillenne ja vertailkaa niitä. Mitä huomaatte? Valmistau-




• Testaaja kiertää luokassa ja seuraa parien keskustelua ottamatta itse
osaa.
• Kun parit ovat valmiit, opettaja valitsee muutamia oppilaita kertomaan
saamistaan tuloksista.
• Kerrataan tarvittaessa epäyhtälömerkit.
• Kootaan saatu sääntö taululle:
Ensimmäisen asteen epäyhtälön ratkaiseminen
• Jos epäyhtälö jaetaan tai kerrotaan positiivisella luvulla, epäyhtälön
merkin suunta säilyy.










2(3− x) + 4 <0
6− 2x+ 4 <0





• Itsenäistä tai parin kanssa laskemista. Tehtävät 24., 25., 26., 28., 29.,
31., 32., 42. ja 44.
Lopuksi (5 min.)
• Kotiin tehtävät 27., 30., 38. ja 40.
• Oppilaille jaetaan kyselylomake, jotka kerätään tunnin lopuksi pois.
Kyselylomake
Nimi:
Peruskoulun päättötodistuksen matematiikan arvosana:
Ympyröi vaihtoehdoista se, joka mielestäsi parhaiten kuvaa sinua tunnin alus-
sa tehdyn parityöskentelyn osalta. Muista, että tämä ei ole testi eikä kysy-
myksiin ole oikeita vastauksia.
1. Ymmärsitkö, mitä piti tehdä?
a) Tiesin, mitä piti tehdä.
b) Aluksi en ymmärtänyt tehtävää.
c) Se ei koskaan selvinnyt minulle.
2. Kuinka monta kertaa sinulla oli mahdollisuus puhua työskentelyn aikana?
a) Ei kertaakaan.
b) Yksi tai kaksi kertaa.
c) Kolmesta neljään kertaan.
d) Viisi kertaa tai useammin.
3. Jos puhuit vähemmän kuin olisit halunnut, niin mistä tämä pääasiassa johtui?
Voit valita useamman kohdan.
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a) En uskaltanut kertoa ideoitani.
b) Minut keskeytettiin.
c) Minulle ei annettu mahdollisuutta sanoa mielipidettäni.
d) Puhuin juuri niin paljon kuin halusinkin.
e) Parini ei kiinnittänyt huomiota siihen, mitä sanoin.
f) En ollut kiinnostunut ongelmasta.
g) En voinut tänään hyvin.




Torstai 12.10. klo 8.10-9.55
Ryhmien jako (5 min.)
• Ryhmien kokoonpanot ja sijainti kalvolla.
• Oppilaat asettuvat ryhmiinsä.
Kotitehtävien tarkistus (10 min.)
• Vapaaehtoiset oppilaat laskevat haluamansa tehtävän taululle.
• Tehtäviä tarkastellaan lähemmin, jos oppilailla kysyttävää tai kommen-
toitavaa tai jos testaaja haluaa kiinnittää oppilaiden huomion johonkin
tiettyyn asiaan.
Opetus (10 min.)
• Testaaja kertaa taululla esimerkkien avulla polynomien laskusäännöt
(polynomien summa ja erotus, monomin ja polynomin tulo sekä poly-
nomien tulo)
• Oppilaille kerrotaan, miten ryhmätyöskentelyn on tarkoitus edetä.
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Esimerkit:
a) 2a− (3b− 5a) = 2a− 3b+ 5a = 7a− 3b
b) −2x2(3x2 − 2x+ 5) = −6x4 + 4x3 − 10x2
c) (1− x)(−x2 − x+ 2) = −x2 − x+ 2 + x3 + x2 − 2x = x3 − 3x+ 2
Laskeminen (20 min.)
• Ryhmille jaetaan tehtävämonisteet.
• Ryhmät laskevat tehtäviä ja pyrkivät selvittämään ongelmat itse. Tes-
taaja ja opettaja puuttuvat vain jos tarvetta ja kannustavat tällöin
ryhmää keskustelemaan kertomatta ratkaisua.
Lopuksi
• Kotitehtäväksi 1A-6A/1B-6B
• Oppilaille kerrotaan, että laskeminen jatkuu seuraavana päivänä ja että
heidän odotetaan siirtyvän heti luokkaan tullessaan omaan ryhmäänsä.
Perjantai 13.10. klo 14.25-15.55
Tehtävänanto (5 min.)
• Testaaja kertoo pelin idean ja jakaa ryhmille kuoret.
Pelaaminen (10 min.)
• Ryhmät pelaavat kunnes saavat ympyrät koottua tai aikaraja umpeu-
tuu.
Keskustelu (10 min.)
• Pohditaan luokan kanssa, mikä tehtävän ideana oli ja miten vastaava
toiminta liittyy ryhmätöihin.
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Kotitehtävien tarkistaminen (10 min.)
• Oppilaat tarkistavat kotitehtävät ryhmissä.
Opetus (5 min.)
• Testaaja opettaa taululla esimerkkien avulla tekijöihin jaon.
Esimerkit:
a) 12x− 3 = 3 · 4x− 3 = 3(4x− 1)
b) xy + 2x = x(y + 2)
c) 2xy + 4x2 = 2x(y + 2x)
Laskeminen (25 min.)
• Ryhmät laskevat edellisellä tunnilla jaetun tehtävämonisteen loppuun.
• Ryhmille jaetaan uudet tehtävämonisteet.
Keskustelu (5 min.)
• Oppilaita pyydetään kertomaan, miltä ryhmätyöskentely tuntui, mitä
hyötyä siitä oli, mikä oli vaikeaa ja olisivatko he tulevaisuudessa haluk-
kaita työskentelemään ryhmissä.
Koe (20 min.)
• Oppilaat tekevät itsenäisesti kokeen.
